§2 Anwendung komplexer Zahlen

Überlagerung harmonischer Schwingungen

Das aus der Mechanik bekannte Federpendel hat die Eigenschaft, daß bei einer ungedämpften Schwingung die Auslenkung aus der Ruhelage  s(t)  den zeitlichen Verlauf  s(t) = A sin(ωt + φ0)  besitzt. Das System schwingt mit der Frequenz   = √D/m  , wenn  D  die Federkonstante und  m  die Masse ist. Diese Funktion besitzt eine zeitlich konstante Maximalamplitude  A  , die Nullphase  φ0  und eine Schwingungsdauer von  T = 2π/ω  . Eine periodische Bewegung mit einer festen Frequenz  ω  und zeitlich konstanter Maximalamplitude  A  nennt man harmonische Schwingung.

Im Folgenden soll die Überlagerung (Superposition) zweier gleichfrequenter harmonischer Schwingungen bestimmt werden.Wir werden sehen, daß zwei harmonische Schwingungen mit der gleichen Frequenz 

u1(t) = A1 sin(ωt + φ1)  ,

u2(t) = A2 sin(ωt + φ2) 
bei Überlagerung wieder eine harmonische Schwingung bilden:
 

u(t) = u1(t) + u2(t) = A sin(ωt + φ)  .

Der "Trick"  bei der Bestimmung der Amplitude  A  und der Phase  φ  der superponierten Funktion  u(t)  beruht in der Darstellung komplexer Zahlen

 


z = |z| eiφ = |z|{cos(φ) + i.sin(φ)}

durch die Eulersche Formel. Variiert der Winkel φ als Funktion der Zeit gemäß : φ = ωt  , so durchläuft  eiφ = eiωt    für  0 ≤t≤T  den Einheitskreis in der komplexen Ebene. Dabei sind cos(ωt) und sin(ωt) sind die Projektionen des komplexen Zeigers  eiωt  auf die reelle bzw. imaginäre Achse.

Allgemein läßt sich damit eine harmonische Schwingung im Komplexen
 
u = A {cos(ωt + φ) + i.sin(ωt + φ)} = A ei(ωt+φ0) = A eiφ0 eiωt  
schreiben. Dabei nennt man  A eiφ0  die komplexe Amplitude. Die Überlagerung zweier gleichfrequenter Schwingungen entspricht nun einfach der vektoriellen Addition der zugehörigen Zeiger. 
Zur Berechnung interpretieren wir  u1(t)  als Imaginärteil der komplexen Schwingung  u1(t) = A1 ei(ωt+φ1)  und  u2(t) als Imaginärteil von u2(t) = A2 ei(ωt+φ2)  und führen die Überlagerung im Komplexen durch (die Addition zweier komplexer Zahlen erfolgt am leichtesten in der algebraischen Normalform). Anschließend nehmen wir von dem Ergebnis wieder die imaginäre Komponente; sie entspricht dann der Summe  u1(t) + u2(t)  .

u1(t) + u2(t) = Im(u1(t)) + Im(u2(t)) = Im(u1(t)+u2(t)) = Im(u(t)) = u(t)

Die komplexe Amplitude der Superposition A eiφ  ergibt sich als komplexe Summe der beiden Einzelamplituden A1 eiφ1  und A2 eiφ2  . Die komplexe Addition kann auch zeichnerisch durchgeführt werden.

Bemerkungen:

1. Auf dieselbe Weise erhält man die Überlagerung zweier Kosinusschwingungen 
 
u1(t) = A1 cos(ωt + φ1)  ,

u2(t) = A2 cos(ωt + φ2)  ,
indem man diese als Realteil der entsprechenden komplexen Schwingungen  u1(t) , u2(t)  interpretiert. Der Realteil der komplexen Summe  u(t) = u1(t) + u2(t)  liefert dann den Kosinusanteil der Superposition.

2. Ist eine Schwingung in Kosinusdarstellung u1(t) = A1 cos(ωt + φ1)  und die andere in Sinusdarstellung u2(t) = A2 sin(ωt + φ2)  gegeben, so muß eine gemeinsame Form der Darstellung gewählt werden. Entweder schreibt man u1(t) = A1 cos(ωt + φ1) = A1 sin(ωt + φ1 + π/2 )  und führt die Überlagerung in der Sinusform durch oder man schreibt  
u2(t) = A2 sin(ωt + φ2) = A2 cos(ωt + φ2 - π/2)  für die andere Schwingung und führt die Überlagerung in der Kosinusform durch.

3. Die Überlagerung zweier harmonischer Schwingungen unterschiedlicher Frequenzen führt im allgemeinen nicht mehr zu einer periodischen Funktion. Für den Fall, daß das Verhältnis der Frequenzen eine gebrochenrationale Zahl ist, erhält man wieder eine periodische Funktion, die dann aber nicht mehr harmonisch ist.

Beispiel

u1(t) = 4 sin(2t)  ,  u2(t) = 3 cos(2t-π/6) = 3 sin(2t-π/6+π/2) = 3 sin(2t+π/3).

Übergang ins Komplexe:  u1(t) = 4 ei2t  , u2(t) =  3 eiπ/3 ei2t  und Addition:
u(t) = (4 + eiπ/3) ei2t  mit der algebraischen Normalform:
z = 4+eiπ/3 = 4+3(cos(π/3)+i.sin(π/3)) = 4+3(1/2+i.1/2√3) = 5.5+i 3/2√3
Übergang zur Exponentialform: |z| = √5.52+1.523 = √37 , tan(φ) = Im(z)/Re(z) ≈ 0.4723775  also  φ ≈ 25,28° ≈ 0.44  . Und daraus 
u(t) = √37 e0.44i ei2t = √37 ei(2t+0.44)  u(t) = Im(u(t)) = √37 sin(2t+0.44)

Der RCL-Wechselstromkreis

Im folgenden werden elektrische Netzwerke betrachtet, die sich aus Ohmschen Widerständen, Kapazitäten und Induktivitäten zusammensetzen. Die in Wechselstromkreisen gegebenen sinus- oder kosinusförmigen Verläufe der Spannungen  U(t) = U0cos(ωt + φ0)  und Ströme  I(t) = I0cos(ωt + φ1)  lassen sich analog zum vorigen Abschnitt deuten als Realteile komplexer Funktionen:

U(t) = U0ei(ωt+φ0) = U0eiφ0 eiωt = U0eiωt, I(t) = I0ei(ωt+φ1) = I0eiφ1 eiωt = I0eiωt
1. Es zeigt sich, daß das "Ohmsche" Gesetz sich dann leicht auch auf induktive und kapazitive Schaltelemente übertragen läßt. Das Verhältnis von komplexer Spannung  U(t)  zu komplexem Strom  I(t)  wird in der Elektrotechnik als komplexer Widerstand bezeichnet, sein Kehrwert als (komplexer) Leitwert.

2. Für einen Ohmschen Widerstand  R  ist der Zusammenhang zwischen Spannung und Strom gegeben durch  U(t) = R.I(t). Für  I(t) = I0eiωt  ist  
 


U(t) = R I0eiωt  = R I(t)
Ein Ohmscher Widerstand wird durch den reellen Widerstand  R  dargestellt. Strom und Spannung sind in Phase.

3. Bei einem Kondensator mit Kapazität  C  besteht folgender Zusammenhang zwischen Ladung  Q  und angelegter Spannung  U  :
 

Q = C.U  → I(t) = d/dt(Q(t)) = C.d/dt(U(t)) →
 

I(t) = C.d/dt (U0eiωt) = C.U0eiωtiω = C.iω U(t) .
Also ist der komplexe Widerstand: 
 

RC := U(t)/I(t) = 1 / (iωC) = -i/(ωC)
Einer Kapazität wird so der komplexe Widerstand  RC = 1/(iωC) zugeordnet. Er zeigt in Richtung der negativen imaginären Achse. Spannnung und Strom sind um  -90°  phasenverschoben. Man sagt, daß die Spannung dem Strom um  90°  nachfolgt.

4. Bei einer Spule mit Induktivität  L  ist der Zusammenhang zwischen Strom und induzierter Spannung durch das Induktionsgesetz :
 


U(t) = L d/dt(I(t))
gegeben. Im Komplexen folgt:


U(t) = L d/dt(I0eiωt) = L I0eiωtiω = iωL I(t) .
Eine Spule mit Induktivität  L  wird somit der komplexe Widerstand :



RL = U(t) / I(t) = iωL
zugeordnet.  iωL  liegt auf der positiven imaginären Achse. Die Phase zwischen Spannung und Strom beträgt  +90°  , so daß die Spannung dem Strom um  90°  vorauseilt.

Mit den Kirchhoffschen Regeln ergibt sich für die Ersatzschaltung zweier komplexer Widerstände  R1  und R2  durch einen komplexen Gesamtwiderstand (=Ersatzwiderstand)  R  :

(a)
Reihenschaltung

R = R1 + R2
(b)
Parallelschaltung

1/R = 1/R1 + 1/R2 ,
R = R1R2/(R1+R2)

Re(R)  heißt Wirkwiderstand,  Im(R)  Blindwiderstand und  |R|  reeller Scheinwiderstand.

Beispiel RCL-Reihenschaltung
Bei einer Reihenschaltung aus je einem Ohmschen Widerstand  RΩ  , einer Kapazität  C  und einer Induktivität  L  addieren sich die komplexen Widerstände zum Gesamtwiderstand:

R = RΩ + RC + RL = RΩ + 1/( iωC) + iωL = RΩ + i( ωL - 1/(ωC) )

Der Blindwiderstand ist  Im(R) = ωL - 1/(ωC) ,der Wirkwiderstand ist  
Re(R) = RΩ  und der reelle Scheinwiderstand  
 


R = |R| = √RΩ2 + (ωL - 1/(ωC))2 . 
Die Phase zwichen Spannung und Strom erhält man aus 


tanφ = Im(R) / Re(R) = (ωL - 1/(ωC))/RΩ .
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Übertragungsfunktion
Bei der Übertragung von Signalen ist man oftmals an dem Übertragungsverhalten von RCL-Gliedern interessiert. Dieses Übertragungsverhalten ist charakterisiert durch das Amplitudenverhältnis von Ausgangsspannung  UA  zur Eingangsspannung  UE , wenn die Eingangsspannung eine Wechselspannung darstellt. Zur Berechnung des Amplitudenverhältnisses geht man von einer komplexen Darstellung der Eingangswechselspannung  UE(t) = UEeiωt  und Ausgangsspannung  
UA(t) = UAeiωt  aus. Man bezeichnet  
 




H(ω) = UA / UE  
als Übertragungsfunktion. Sie ist eine Funktion von  ω , das bedeutet: 
je nachdem, welche Frequenz das Eingangssignal besitzt, variiert die Amplitude des Ausgangssignals. 
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