§5 Anwendungen der Differentialrechnung

Das Differential...

Der Zuwachs (die Wertedifferenz, Änderung)  Δy  einer Funktion  y = f(x)  ist in einer Umgebung von  x0  mit der Variablendifferenz  Δx = x-x0  gegeben durch  Δy = f(x) -f(x0) = f(x0+Δx) - f(x0)  . Für kleine Änderungen des Variablendifferentials (unabhängigen Differentials)  dx = Δx  ist dies vergleichbar mit der Änderung der Tangente in  (x0,f(x0)), dem Wertedifferential (abhängigen Differential):


 




 dy : = f '(x0) dx  .


Man spricht auch kurz vom Differential der Funktion im Punkt  x0  .

Man begegnet nicht selten der irrtümlichen Auffassung, daß Differentiale in irgendeinem Sinne "kleine" oder gar "unendlich kleine" Größen seien. Grundsätzlich stellen sie beliebige reelle Zahlen dar. Allerdings interessiert man sich bei vielen Anwendungen vorwiegend für solche Differentiale, die klein sind gegenüber anderen, im jeweiligen Zusammenhang auftretenden reellen Zahlen. So ist für "kleines"  Δx = dx = x-x0  der Wertezuwachs der Funktion  Δy  näherungsweise gleich dem Wertezuwachs der Tangente, also dem Differential  dy  :  Δy = f(x)-f(x0) ≈ dy = f '(x0)(x-x0) , und so der Funktionswerte  f(x)  näherungsweise gleich dem entsprechenden Wert der Tangente  :  f(x) ≈ f(x0) + f '(x)(x-x0). Man "ersetzt" quasi die Funktion in einem kleinen Bereich  Δx  um x0  durch die Tangente, man linearisiert also die Funktion  f  an der Stelle  x0  .
Beispiele
1. Das Differential der Funktion  f(x) = √x + 1  an der Stelle  x0 = 0  ist wegen  
f '(x) |0 = 1/2(x+1)-1/2 |0 = 1/2  :

dy = 1/2 dx

2. Das Differential der Funktion  f(x) = arctan(x)  an der Stelle  x0 = 0  mit 
dx = 0.1  ergibt sich aus  f '(x) = 1/(1+x2)  zu:

dy = 1.0.1 = 0.1

3. Die Linearisierung der Funktion  f(x) = sin(x)  an der Stelle x0 = 0  erhält man aus  f(x=0) = 0  und f '(x=0) = cos(x) |0 = 1 zu:
 


f(x) ≈ f(x0) + f '(x0)(x-x0) = 0+1.(x-0) = x ,
also 




 sin(x) ≈ x 

für kleine Winkel  x  .

... und die Fehlerrechnung

Sei  f  eine physikalische Größe, die durch Messung einer Einzelgröße  x  berechnet wird. Sei weiter  x  mit einer Meßungenauigkeit  dx  behaftet. Dann ist der (maximale) Fehler in linearer Näherung gegeben durch den Betrag des Differentials
 




|df| = |f '(x)| |dx|.

Beispiel
Über die Wheatstonesche Brückenschaltung läßt sich ein unbekannter Ohmscher Widerstand  R  durch
 




R = R0 x/(l-x)
bestimmen, wenn der Abtastpunkt  D  auf dem Draht so verschoben wird, daß die Brücke stromlos ist. Aufgrund von Meßungenauigkeiten ist  x  nur bis auf  1mm bekannt. Wie groß ist der maximale und relative Fehler in linearer Näherung, wenn  R0 = 100 Ohm,  l = 1m  und x = 0.53 m ?

Die Kurvendiskussion ...

Aus den Ableitungen einer Funktion können Rückschlüsse auf das Verhalten der Funktion gezogen werden. Es gilt:

Montonieverhalten einer Funktion: 

Sei  f  eine in ihrem Definitionsbereich  D  differenzierbare Funktion und ist:
 (1)
f '(x) > 0 für alle x ∊ D  , so ist  f  streng monoton wachsend.

 (2)
f '(x) < 0 für alle x ∊ D  , so ist  f  streng monoton fallend.

Krümmungsverhalten einer Funktion: 
Für eine in ihrem Definitionsbereich zweimal stetig differenzierbare Funktion  f  gilt in einem Punkt  x0 ∊ D  :
 (1) Ist  f ''(x0) > 0  , dann nimmt die Steigung der Kurventangente beim Durchgang durch den Punkt  P(x0,f(x0))  zu. Die Tangente dreht sich in positive Richtung (Gegenuhrzeigersinn). Die Kurve besitzt in  P  eine Linkskrümmung.
 (2) Ist  f ''(x0) < 0  , dann nimmt die Steigung der Kurventangente beim Durchgang durch den Punkt  P(x0,f(x0))  ab. Die Tangente dreht sich in negative Richtung (Uhrzeigersinn). Die Kurve besitzt in  P  eine Rechtskrümmung.

Extrema einer Funktion: 

Eine Funktion  f  besitzt an einer Stelle  x0 ∊ D ein relatives Maximum bzw. relatives Minimum, wenn für alle  x  in einer Umgebung des Punktes  x0  gilt:
 
f(x0) > f(x)  für alle  x ≠ x0
(relatives Maximum)
bzw.
 
f(x0) < f(x)  für alle  x ≠ x0
(relatives Minimum).

Eine hinreichende Bedingung für ein relatives Extremum  in einem Punkt  x0  ist bei zweimal stetig differenzierbaren Funktionen gegeben, wenn  
f '(x0) = 0  und  f ''(x0) ≠ 0  ist. Genauer:
f '(x0) = 0  , f ''(x0) < 0  ⇛  x0 ist relatives Maximum.
f '(x0) = 0  , f ''(x0) > 0  ⇛  x0 ist relatives Minimum.

Wende- und Sattelpunkte einer Funktion: 

Kurvenpunkte, in denen sich der Drehsinn der Tangente ändert, heißen Wendepunkte.
Wendpunkte, die eine waagrechte Tangente besitzen, heißen Sattelpunkte.

Hinreichende Bedingung für eine in ihrem Definitionsbereich dreimal stetig differenzierbare Funktion  f  ist:  f ''(x0) = 0  , f '''(x0) ≠ 0  für einen Wendepunkt in  x0  . Ist obendrein f '(x0) = 0  , so ist  x0  Sattelpunkt.

Damit ergibt sich folgende  10 Punkte-Checkliste  für eine vollständige Kurvendiskussion:

1.  Definitionsbereich

2.  Symmetrieverhalten

3.  Nullstellen

4.  Polstellen

5.  Asymptoten (Verhalten für  x → ±∞)

6.  Ableitungen der Funktion (bis zur dritten Ordnung möglichst)

7.  Relative Extrema

8.  Wende- und Sattelpunkte

9.  Wertebereich

10.  Funktionsgraph

Beispiele
1.Gebrochenrationale Funktion: 
f(x) = (-5x2+5)/x3
1.1 Definitionsbereich: Der Nenner verschwindet bei  x0 = 0 , also D = ℝ\{0}

1.2 Symmetrieverhalten: Die Funktion ist punktsymmetrisch, da sie der Quotient einer geraden und einer ungeraden Funktion und damit insgesamt ungerade ist.

1.3 Nullstellen: Zähler und Nenner werden in Linearfaktoren zerlegt und gegebenenfalls gekürzt:  f(x) = -5.(x+1)(x-1)/x3  , 
Nullstellen sind also  x1 = -1  , x2 = +1  .

1.4 Polstellen: Bei  x0 = 0  .

1.5 Asymptoten (Verhalten für  x → ±∞): Der Grad des Zählers ist kleiner als der Grad des Nenners, also ist  limx→±∞f(x) = 0  , die x-Achse ist Asymptote.

1.6 Ableitungen der Funktion (bis zur dritten Ordnung möglichst):
 
f '(x) = 5.(x2-3)/x4

f ''(x) = -10.(x2-6)/x5
f '''(x) = 30.(x2-10)/x6
1.7 Relative Extrema: f '(x) = 0 , x2-3 =0 , x3,4 = ±√3 , f ''(√3) = 10/9 √3 > 0 ,
 f ''(-√3) = -10/9 √3 < 0  , also ist  (√3,-10/9√3) ein relatives Minimum, 
(-√3,10/9√3) ein relatives Maximum.

1.8 Wende- und Sattelpunkte: f ''(x) = 0 , x2-6 = 0 , x5,6 = ±√6 , f '''(±√6) ≠ 0 , also  (±√6,-25/36.±√6) sind Wendepunkte,  f '(6) ≠ 0  keine Sattelpunkte.

1.9 Wertebereich: W = ℝ
1.10 Funktionsgraph

2. Gedämpfte freie Schwingung:
x(t) = 4 e-0.1t.cos(2t) , t ≥ 0

2.1 Definitionsbereich: Es ergeben sich keine Einschränkungen,  D = ℝ
2.2 Symmetrieverhalten: keine

2.3 Nullstellen: x(t) = 0 , cos(2t) = 0 , 2t = π/2+k π ,  tk = π/4 + k π/2

2.4 Polstellen: keine

2.5 Asymptoten (Verhalten für  x → ±∞): Für  t→∞  geht  x(t)→0  Die  t-Achse ist Asymptote.

2.6 Ableitungen der Funktion (bis zur dritten Ordnung möglichst):
x∙(t) = (-0.4 cos(2t) - 8 sin(2t))e-0.1t,

x∙∙(t) = (-15.96 cos(2t) + 1.6 sin(2t))e-0.1t,

x∙∙∙(t) = (-4.796 cos(2t) + 31.76 sin(2t))e-0.1t
2.7 Relative Extrema: x∙(t) = 0 , -0.4 cos(2t) - 8 sin(2t) = 0 , tan(2t) = -0.05 ,
t = 1.545 + k π/2 , k = 0,1,2,3,...
Für gerades  k  ist  x∙∙(t) > 0  , also liegt ein Minimum vor , für ungerades  k  ist  x∙∙(t) < 0  , also liegt ein Maximum vor .

2.8 Wende- und Sattelpunkte: x∙∙(t) = 0 , -15.96 cos(2t) + 1.6 sin(2t) = 0 , tan(2t) = 9.975 , t = 2.306 + k π/2 , k = 0,1,2,3,...
sind alles  Wendepunkte, da x∙∙∙(t) ≠ 0 , x∙(t) ≠ 0 .

2.9 Wertebereich: W = [-3.422,4] , der größte Wert wird bei  t = 0  , der kleinste im ersten Minimum angenommen.

2.10 Funktionsgraph:

.. und die Extremwertaufgabe

Die Differentialrechnung ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Lösung von Optimierungsproblemen in der Technik. Dabei werden technische Sachverhalte in ein mathematisches Modell (Zielfunktion) umgesetzt und die Lösung des Problems auf die Bestimmung von Extremwerten dieser Funktion zurückgeführt. Das gesuchte Maximum (Minimum) kann aber auch in einem Randpunkt des durch die Aufgabenstellung vorgegebenen Intervalls liegen. Man wählt daher folgende Vorgehensweise:
(1)
Die zu optimierende Größe wird mathematisch beschrieben. Aufgrund von Nebenbedingungen werden alle Variablen bis auf eine eliminiert. Die zu optimierende Größe ist dann eine Funktion (Zielfunktion) einer Variablen.
(2)
Die Extrema der Zielfunktion werden ermittelt und deren Verträglichkeit mit dem gegebenen Problem überprüft.
(3)
Durch Vergleich der Extremwerte mit den Funktionswerten in den Randpunkten des zu untersuchenden Intervalls erhält man den größten (kleinsten) Wert der Funktion im Intervall, der dann (hoffentlich) die Lösung des Problems darstellt.

Beispiele
1.RCL-Kreis

In einem  RCL-Wechselstromkreis fließt beim Anlegen einer Wechselspannung  U(t) = U0sin(ωt)  ein Wechselstrom  I(t) = I0sin(ωt+φ)  mit maximaler Amplitude  I0(ω) = U0/√R2+(ωL-1/(ωC))2  Bei welcher Frequenz  ω  besitzt I0 seinen größten Wert?

I0(ω)  ist maximal, wenn die Wurzel und damit der Radikant  f(ω) = R2+(ωL-1/(ωC))2  minimal wird:  f '(ω) = 2(ωL-1/(ωC)).(L+1/(ω2C)) = 0  , 
also  ω0 = 1/√LC  und wegen  f ''(ω0) = 8L2 > 0  nimmt  f(ω) in  ω0  sein Minimum an. Es ist dann  I0(ω0) = U0/R  maximal.

Wegen  I0(ω)→0  für  ω→0  und auch  I0(ω)→0  für  ω→∞  stellt das relative Maximum auch das absolute Maximum dar. I0 hat also sein Maximum  I0,max = U0/R  bei der Resonanzfrequenz  ω0 = 1/√LC  . Der Scheinwiderstand ist dann gleich dem Ohmschen Widerstand  R  , da der Blindwiderstand  ωL-1/(ωC)  für ω0  verschwindet.

2.Balkenbiegung

Die Biegelinie eines einseitig eingespannten Balkens der Länge  L  unter dem Einfluß einer Kraft  F  lautet näherungsweise:
y(x) = F/(2E.I)(L x2 - 1/3 x3) , für  0≤x≤L  , wenn  E der Elastizitätsmodul und  I  das Flächenträgheitsmoment ist. An welcher Stelle ist die Balkenbiegung am größten ?

Die Bestimmung der relativen Extrema der Biegung  y(x)  liefert:
y'(x) = F/(2E.I)(2L x - x2) = 0 , also x1 = 0 oder x2 = 2L  mit y''(x1) = F/(2E.I)(2L - 2x) |x=0 = F.L/(E.I) > 0  . Für  x1 = 0  liegt also ein relatives Minimum vor, während die zweite Lösung außerhalb des physikalischen Bereichs liegt. Die maximale Durchbiegung des Balkens findet aber am freien Ende  (x = L) statt, dort ist  ymax = y(L) = FL3/(3E.I)  .

Der Mittelwertsatz ...

Ein anschaulich plausibler Satz besagt, daß jede differenzierbare Funktion  f : [a,b] → ℝ  mit  f(a) = f(b)  im Inneren des Intervalls eine Stelle mit waagrechter Tangente besitzt. Dies besagt auch der:

Satz von Rolle:  Sei  f : [a,b] → ℝ  eine differenzierbare Funktion mit  
f(a) = f(b)  . Dann existiert eine Zwischenstelle  ξ ∊ (a,b)  mit:
f '(ξ) = 0  .

Eine Erweiterung davon ist der:

Mittelwertsatz:  Sei f : [a,b] → ℝ  eine differenzierbare Funktion. Dann existiert eine Zwischenstelle  ξ ∊ (a,b)  mit:
f '(ξ) = (f(b)-f(a))/(b-a)  .

Einer weiteren Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes entstammt die folgende Regel von l'Hospital, die für die Bestimmung von Grenzwerten sehr hilfreich ist.

... und die Regel(n) von (de) l'Hospital

Sind  f  und  g  stetig differenzierbare Funktionen mit  g(x) ≠ 0 , g '(x) ≠ 0  in einer Umgebung des Punktes  x0  , sowie  limx→x0f(x) = limx→x0g(x) = 0  . Dann besteht der Funktionsgrenzwert
 


limx→x0f(x)/g(x) = limx→x0f '(x)/g '(x)

sofern der rechte Funktionsgrenzwert existiert.

Bemerkungen:

1.Die Regel von l'Hospital gilt auch für Grenzübergänge der Form  " ∞/∞ "  :
limx→x0f(x)/g(x) = limx→x0f '(x)/g '(x)  , wenn  limx→x0f(x) = limx→x0g(x) = ∞  .

2.Die Regeln von l'Hospital gelten auch für Grenzübergänge
limx→∞f(x)/g(x) = limx→∞f '(x)/g '(x)  ,  wenn limx→∞f(x) = limx→∞g(x) = 0  
(oder ... = ∞)

3.Unter Umständen müssen die l'Hospitalschen Regeln mehrfach angewendet werden, um zum Ziel zu führen. Es gibt aber auch Fälle, bei denen die mehrmalige Anwendung versagt.

4.Die Regeln gelten nur für unbestimmte Ausdrücke der Form  "0/0 "  oder  " ∞/∞ "  . Andere unbestimmte Ausdrücke wie z.B:  0.∞ , ∞ - ∞ , 00 , ∞0 , 1∞  lassen sich durch die folgenden elementaren Umformungen auf obige Fälle zurückführen:

Funktion  f(x) = 
limx→x0f(x) = 
Umformung:

u(x).v(x)
0.∞
u(x)/ 1/v(x)  oder  v(x)/ 1/u(x)

u(x) - v(x)
∞ - ∞
(1/v(x)-1/u(x))/ 1/(u(x).v(x))

u(x)v(x)
00 , ∞0 , 1∞
exp(v(x).ln(u(x))

Beispiele
1. limx→0(exp(x)-1)/x = limx→0(exp(x)-1)'/(x)' = limx→0exp(x)/1 = 1

2. limx→0sin(x)/x = limx→0(sin(x))'/(x)' = limx→0cos(x)/1 = 1

3. limx→∞(3x2-5)/(4x2+x) = limx→∞6x/(8x+1) = limx→∞6/8 = 3/4

4. limx→∞x.ln(1+1/x) = limx→∞ln(1+1/x)/ 1/x = limx→∞1/(1+1/x).(-1/x2)/ (-1/x2) = limx→∞1/(1+1/x) = 1

5. limx→0(1/x - 1/sin(x)) = limx→0(sin(x)-x)/(x.sin(x)) = limx→0(cos(x)-1)/(sin(x)+x.cos(x)) = limx→0 -sin(x)/(2cos(x)-x.sin(x)) = 0/2 = 0

6. limx→∞(1+1/x)x = limx→∞exp(x.ln(1+1/x)) = exp(limx→∞x.(1+1/x)) = e1 = e

Energiemaximum im Spektrum eines strahlenden schwarzen Körpers

Ein Körper mit nicht spiegelnder Oberfläche (schwarzer Körper) sendet bei der absoluten Temperatur  T  Strahlen aus. Für die spektrale Strahldichte  E(λ)  gilt nach dem Planckschen Strahlungsgesetz im Raumwinkel  Ω0  :
 


E(λ) = c1/λ5(exp(c2/(λT))-1) 1/Ω0
mit  c1 = 2 h c2 = 1.191.10-16Wm,  c2 = h c/k = 1.439.10-2mK  ( c  ist die Lichtgeschwindigkeit,  k  die Boltzmann-Konstante und  h  das Plancksche Wirkungsquantum).

Für  λ→0 und  λ→∞  gilt  E(λ)→0  , wie man mit den Regeln von l'Hospital nachrechnet:
limλ→0λ5(exp(c2/(λT))-1) = 1/5.c2/T limλ→0exp(c2/(λT))/ 1/λ4 = .... = 1/5!(c2/T)5limλ→0exp(c2/(λT)) = ∞

limλ→∞λ5(exp(c2/(λT))-1) = 1/5.c2/T limλ→∞exp(c2/(T))/ 1/λ4 = 1/5.c2/Tlimλ→∞λ4exp(c2/(T)) = ∞.1 = ∞

Durch logarithmische Differentiation zur Bestimmung der Wellenlänge  λ  , bei der die Strahldichte  E(λ)  bei festem  T  ein Maximum besitzt, folgt:
E'(λ)/E(λ) = -5/λ + 1/(exp(c2/(λT)).exp(c2/(λT)).(-c2/(λ2T)) !=! 0 ,
oder mit  z = c2/(λT)  gilt für das Extremum von  E(λ)  :
z.ez/(ez-1) = 5  . Durch numerisches Lösen dieser Gleichung erhält man  z ≈ 4.965  , also ist  λmax.T = c2/4.965 = 2898 μm K  konstant. Das ist aber genau die Aussage des Wienschen Verschiebungsgesetzes. Für steigende Temperaturen verschiebt sich also das Maximum der Strahlung zu kleineren Wellenlängen hin. Die Strahlung eines Körpers wird sichtbar, wenn die Temperatur etwa 600°C erreicht (Rotglut). Mit steigender Temperatur verschiebt sich die Glühfarbe von 850°C hellrot, 1000°C gelb, hin zu weiß bei 1300°C .

In Temperatursensoren kann das Wiensche Verschiebungsgesetz herangezogen werden, um die Temperatur eines Körpers kontaktfrei zu messen:  Aus der Analyse des Strahlungsmaximums erhält man unter der Annahme eines idealen schwarzen Strahlers die Körpertemperatur:
 




T = 2898/λmax K
Beispielsweise liegt das Maximum der Strahlungsdichte bei der Sonne mitten im sichtbaren Spektralbereich:  0.38μm < λ < 0.58μm  , was einer mittleren Temperatur von 6000°K an der Sonnenoberfläche entspricht. Die Fehlerrechnung liefert dazu:  T = 2898/λ  ,  dT = - 2898/λ2 . Für  λ = 0.48μm  und  dλ = ±0.1μm  folgt  |dT| = 1259K  , also  T = (6000 ± 1259)
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