§3 Grundlagen der Differentialrechnung

Einführung

Trägt man die Bewegung eines Massenpunktes in einem Weg-Zeit-Diagramm auf, so erhält man die Durchschnittsgeschwindigkeit  v  als Quotient der zurückgelegten Strecke (des Streckenintervalls) mit der dafür benötigten Zeit (des zugehörigen Zeitintervalls):  v := ∆s / ∆t . Im Falle einer gleichförmigen (linearen) Bewegung ist diese Durchschnittsgeschwindigkeit auch gleichzeitig die Momentgeschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt  t0  . Anders bei einer beschleunigten Bewegung, z.B.  s(t) = 1/2 g t2  . Hier hängt die durchschnittlich erreichte Geschwindigkeit v(t0) = ∆s / ∆t  = (1/2g(t0+∆t)2-1/2gt02)/ ∆t  von der Länge des gewählten Zeitintervalls ab, wie uns folgende Tabelle an der Stelle  t0 = 1  verdeutlicht:


	Meßintervall ∆t
	Geschwindigkeit   v = ∆s / ∆t

	∆t = 1
	v(1) = 1/2g(22-1)/1 = 3/2g

	∆t = 1/2
	v(1) = 1/2g((1+1/2)2-1)/1/2 = 5/4g

	∆t = 1/4
	v(1) = 1/2g((1+1/4)2-1)/1/4 = 9/8g

	∆t = 1/8
	v(1) = 1/2g((1+1/8)2-1)/1 = 17/16g

	∆t = 1/16
	v(1) = 1/2g((1+1/16)2-1)/1 = 33/32g


Man ahnt, daß für immer kleiner werdendes Intervall  [t0, t0+∆t], also für  ∆t→0  , die Geschwindigkeit gegen den konstanten Wert  g  strebt, oder mathematisch ausgedrückt, die Folge der Durchschnittsgeschwindigkeiten der Intervalle konvergiert gegen einen Grenzwert,  der die Momentan-geschwindigkeit zur Zeit  t0  darstellt:
v(t0) : = ∆s / ∆t |t0 = lim∆t→0 (s(t0+∆t)-s(t0))/ ∆t = ds / dt |t0 .

Überträgt man dies auf beliebige Funktionen, für die dieser Grenzübergang Sinn macht, so erhält man:

Definition der Differenzierbarkeit

Eine Funktion  f: D→ℝ  heißt im Punkt  x0∈D  differenzierbar, falls der Grenzwert:

f '(x0) := lim∆x→0 ∆f / ∆x : = lim∆x→0 (f(x0+∆x)-f(x0))/ ∆x 
 



:= limx→x0 (f(x)-f(x0)/(x-x0) = : df/dx |x0
existiert.

Man bezeichnet ihn als (erste) Ableitung der Funktion  f  im Punkt  x0  .
Eine Funktion heißt differenzierbar, falls sie in jedem Punkt  x∈D  ihres Definitonsbereichs differenzierbar ist.

Bezeichnungen

1. Man notiert die Ableitung der Funktion  y = f(x)  auch durch die Symbole:
 


f '(x), y' , dy/dx , d f(x)/dx , D(f).
2. Der Quotienten  ∆f / ∆x  nennt man Differenzenquotienten und
 lim∆x→0 ∆f / ∆x  den Differentialquotienten.
3. Die Bestimmung der Ableitung einer Funktion bezeichnet man als Differentiation der Funktion .

Geometrische Interpretation der Ableitung

Gegeben sei die Funktion  f(x)  , ein Punkt  x0  und ein  ∆x  , so daß das Intervall  [x0, x0+∆x] im Definitionsbereich D  von  f  liegt. Dann ist die Steigung der Geraden durch die Punkte  P(x0,f(x0)) und Q(x0+∆x,f(x0+∆x)), eine Sekante der Funktion, gegeben durch den Differenzenquotienten:
( f(x0+∆x)-f(x0) )/∆x  . Beim Grenzübergang  ∆x→0  bleibt  P  fest,  Q  aber wandert auf der Kurve gegen  P  . Die Steigung der Sekante geht hierbei in die Steigung der Tangente im Punkt  P  über, während der Differenzen-quotienten in den Differentialquotienten übergeht.

Die Ableitung einer Funktion im Punkt  x0  ist demnach die Steigung der Tangente an die Kurve im Punkte (x0,f(x0))  , die man auch die Steigung der Kurve im Punkt (x0,f(x0)) nennt..
Beispiele 

f(x) = c ⇛ f'(x) = 0 : f'(x) = limh→0(f(x+h)-f(x))/h = limh→0(c-c)/h = limh→00 = 0

f(x) = x ⇛ f' (x) = 1 : f'(x) = limh→0(x+h-x)/h = limh→01 = 1

f(x) = x2 ⇛ f'(x) =2x : f'(x) = limh→0((x+h)2-x2)/h = limh→0 (2x+h) = 2x

f(x) = 1/x ⇛ f'(x) = -1/x2 : f'(x) = limh→0-1/(x.(x+h)) = -1/x2
f(x) = sin(x) ⇛ f'(x) = cos(x) : f'(x) = limh→0(2cos((2x+h)/2)sin(h/2))/h = limh→0cos(x+h/2). limh→0sin(h/2)/h/2 = cos(x)

f(x) = ex  f'(x) = ex : f'(x) = limh→0ex(eh-1)/h = ex limh→0(eh-1)/h = .... =ex
Differentiation und Stetigkeit

Eine differenzierbare Funktion ist stetig!

limx→x0 f(x) = limx→x0{f(x0)+(x-x0)(f(x)-f(x0))/(x-x0)} = f(x0)+0.f '(x0) = f(x0)

Ableitungen der wichtigsten Funktionen:

	
	f(x)
	f'(x)

	Potenzfunktion , r∊ℚ
	xr
	r.xr-1

	Trigonometrische
	sin(x)
	cos(x)

	Funktionen
	cos(x)
	-sin(x)

	
	tan(x)
	1/cos2(x)

	
	cot(x)
	-1/sin2(x)

	Arkusfunktionen
	arcsin(x)
	1/√1-x2

	
	arccos(x)
	-1/√1-x2

	
	arctan(x)
	1/(1+x2)

	
	arccot(x)
	-1/(1+x2)

	Exponentialfunktion
	ex
	ex

	
	ax
	ln(a)ax

	Logarithmusfunktion
	ln(x)
	1/x

	
	loga(x)
	1/(ln(a).x)

	Hyperbelfunktionen
	sinh(x)
	cosh(x)

	
	cosh(x)
	sinh(x)

	
	tanh(x)
	1/cosh2(x)

	
	coth(x)
	-1/sinh2(x)

	Areafunktionen
	arsinh(x)
	1/√x2+1

	
	arcosh(x)
	1/√x2-1

	
	artanh(x)
	1/(1-x2) , |x|<1

	
	arcoth(x)
	1/(1-x2) , |x|>1


Höhere Ableitungen

Existiert zu einer Funktion  f: D → ℝ  die Ableitung  f ': D → ℝ  und ist  f '  wieder differenzierbar, so bezeichnet man die Ableitung der Funktion f '(x) auch als zweite Ableitung  f ''(x)  von  f(x)  . Es ist also  f '' = (f ' ) ' . Durch wiederholtes Differenzieren definiert man schließlich auch die Ableitungen höherer Ordnung. Man schreibt:

1. Ableitung:
y' = f '(x) 
= d/dx f(x)
2. Ableitung:
y'' = f ''(x) 
= d2/dx2 f(x)
............
n-te Ableitung:
y(n) = f(n)(x)
= dn/dxn f(x)

und nennt f(n)  die n-te Ableitung oder Ableitung n-ter Ordnung von  f  . Die Funktion f heißt dann  n-mal (stetig) differenzierbar in D
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