§4 Rechenregeln der Differentialrechnung

Faktorregel

Ein konstanter Faktor darf beim Diffferenzieren vorgezogen werden:
 



y = c f(x) ⇛ y ' = c f '(x)

Summenregel

Eine Summe von Funktionen wird gliedweise differenziert:
 

y = f1(x) + f2(x) ⇛ y ' = f1'(x) + f2'(x)

Beide Regeln sind unmittelbare Folgerungen aus den Limesrechenregeln für Funktionsgrenzwerte. Auch die nächste Regel leitet sich daraus ab, wenn man die Identität: f(x)g(x) - f(x0)g(x0) = (f(x)-f(x0))g(x) + f(x0)(g(x)-g(x0)) benutzt und die Stetigkeit differenzierbarer Funktionen berücksichtigt:

Produktregel

Die Ableitung einer Funktion  y  , die sich als Produkt von zwei Funktionen  f(x), g(x)  schreiben läßt, berechnet sich nach:
 
y = f(x).g(x) ⇛ y ' = f '(x).g(x) + f(x).g '(x).

Für das Produkt dreier Funktionen  y = f(x).g(x).h(x)  ergibt sich analog:
 

y ' = f '(x).g(x).h(x) + f(x).g '(x).h(x) + f(x).g(x).h '(x)

Quotientenregel

Die Ableitung einer Funktion  y  , die sich als Quotient zweier Funktionen darstellen läßt, berechnet man durch:
 
y = f(x)/g(x) ⇛ y ' = ( f' (x).g(x) - f(x).g '(x) ) / g2(x).

Diese Regel ist eine direkte Folgerung aus der Produktregel und der nachfolgenden, wichtigen Kettenregel. (Man kann sie natürlich auch direkt beweisen). Sie gibt Aufschluß, wie hintereinander ausgeführte (verschachtelte oder eben verkettete) Funktionen  f(g(x))  differenziert werden:

Kettenregel

Die Ableitung einer verketteten Funktion  y = f(g(x))  erhält man aus dem Produkt der äußeren und der inneren Ableitung:
 

y = f(g(x)) ⇛ y ' = f '(g(x)).g '(x)

Substituiert man durch eine neue unabhängige Variable  u = g(x)  , so liest sich die Regel als  (f(u(x))' = f '(u).u '(x) = d f(u)/dx = d f(u)/du . d u/dx . Man beachte, daß hierbei  '  verabredungsgemäß als Differentiation nach  x  verstanden wird und dementsprechend  nachdifferenziert  werden muß.

Mit der Kettenregel bekommt man , wegen  f-1(f(x)) = x  , sofort die

Ableitung der Umkehrfunktion

Die Funktion  y = f(x)  sei differenzierbar mit der Ableitung  f '(x)  und besitze die Umkehrfunktion  f-1  . Die Ableitung  der Umkehrfunktion  f-1(y)  ist dann gegeben durch:
 


f-1'(y) = 1 / f '(x) = 1 / f '(f-1(y))

Weitere Konsequenzen der Kettenregel sind die 

Logarithmische Differentiation

Eine Funktion  y = [u(x)]v(x) ,  (u(x)>0)  wird differenziert, indem man
1. die Funktionsgleichung logarithmiert:

ln(y) = v(x).ln(u(x)),
2. die logarithmierte Gleichung differenziert:
 

y '/y = v '(x).ln(u(x)) + v(x).u'(x)/u(x)

und
3. diese Gleichung nach  y '  auflöst.

und allgemeiner die

Implizite Differentiation
Ist eine Funktion  y = y(x)  implizit gegeben durch:
 




F(x,y(x)) = 0,
so erhält man die Ableitung der Funktion  y  , indem  F  gliedweise nach  x  differenziert wird. Jeder Term, der  y  enthält, muß unter Verwendung der Kettenregel differenziert werden. Anschließend wird die differenzierte Gleichung nach  y '  aufgelöst.

Bei der Bildung höherer Ableitungen ist eine Verallgemeinerung der Produktregel hilfreich:

Die Leibnizsche Produktregel

Ist eine Funktion  y = f(x).g(x)  das Produkt zweier Funktionen, so ist die n-te Ableitung von  y  gegeben durch: 

	y(n) = ∑nk=0
	(
	nk
	) f (n-k) g (k) 


Beispiele

1. y= cos(x) - sin(x) ⇛ y ' = -sin(x) - cos(x)  (nach der Summenregel)
2. y= 4+2x-3x2+9x5 ⇛ y' = 2-6x+45x4  (nach der Summen- und Faktorregel)

3. y= 10 ln(x) + 5 tan(x) ⇛ y ' = 10/x + 5/cos2(x)  (Summen- und Faktorregel)

4. y = sin(x).cos(x) ⇛ y ' = cos2(x) - sin2(x)  (Produktregel)

5. y = ln(x) ex ⇛ y ' = ex(ln(x)+1/x)  (Produktregel)

6. y = tan(x) = sin(x)/cos(x) ⇛ y ' = 1/cos2(x) = 1+tan2(x)  (Quotientenregel)

7. s(t) = (t2-3)4 ⇛ s'(t) = 4(t2-3)32t = 8t(t2-3)3  (Kettenregel)

8. f(x) = ln(x2+4x+2) ⇛ f ' = (2x+4)/(x2+4x+2)  (Kettenregel)

9. x(t) = A.sin(ωt+φ) ⇛ x '(t) = A ω cos(ωt+φ)  (Kettenregel)

10. y = ∛(x2+4x+10)2 ⇛ y ' = 2/3 (2x+4)/∛(x2+4x+10)  (Kettenregel)

11. y = ex.sin(x) ⇛ y ' = ex.sin(x)(sin(x)+x cos(x))  (Kettenregel)

12. f(x) = ex, f '(x) = ex, f-1(x) = ln(x) ⇛ f-1'(y) = 1/f '(x) = 1/ex = 1/eln(y) = 1/y  (Ableitung der Umkehrfunktion)

13. f(x) = tan(x), f '(x) = 1+tan2(x), f-1(x) = arctan(x) ⇛ f-1'(y) = 1/(1+tan2(x)) = 1/(1+tan2(arctan(y)) = 1/(1+y2)  (Ableitung der Umkehrfunktion)

14. f(x) = sinh(x), f ' (x) = cosh(x), f-1(x) = arsinh(x) ⇛ f-1'(y) = 1/cosh(x) = 1/√1+sinh2(x) = 1/√1+sinh2(arsinh(y)) = 1/√1+y2  (Ableitung der Umkehrfunktion)

15. y = xα, α ∊ ℝ , ln(y) = α ln(x), ⇛ y '/y = α/x, ⇛ 
y ' = y α/x = xα α /x = α xα-1  (logarithmische Differentiation)

16. f(x) = xcos(x), ln(f(x)) = cos(x).ln(x) ⇛ f '(x)/f(x) = -sin(x).ln(x)+cos(x).1/x  
f '(x) = f(x) {-sin(x).ln(x) + cos(x)/x}  (logarithmische Differentiation)

17. y = [sin(x-2)ex]/[(x-1)3((x2+5)5] ⇛ y '/y = cos(x-2)/sin(x-2) + 2 - 3/(x-1) - 5.2x/(x2+3) ⇛ y ' = y { cot(x-2) + 2 - 3/(x-1) - 10x/(x2+3) }  
(logarithmische Differentiation)

18. Gegeben ist die Kreisgleichung   F(x,y) = (x-4)2 + (y+5)2 = 25   für einen Kreis mit dem Mittelpunkt  M(x0,y0) = (4,-5)  und Radius  r = 5  . Die Steigung  y '  in einem Punkt des Kreises (z.B.  (x,y) = (7,-1) )  erhält man durch implizite Differentiation von  F(x,y(x)) .   2(x-4) + 2(y+5).y ' = 0  liefert y ' = (x-4)/(y+5)  und Einsetzen des Punktes ergibt  y ' = -3/4 

19. Durch implizite Differentiation von  ey - e2x = xy  findet man 
 
ey.y ' - e2x.2 = y + x.y ' ,
 also

  y' = (2e2x+y)/(ey-x)
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