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Aufgabe 1: 

a) Zeigen Sie durch vollständige Induktion :

 
( (1 + 1/k) = (1 +1)*(1+1/2)*(1+1/3)*....*(1+1/n) = n + 1

Lösung: 
(1) Induktionsanfang: Für  n=1  ergibt sich: l.S.: 1 + 1/1 = 2 = 1 + 1 :r.S. 
(2) Induktionsannahme: Für  n  gilt die Behauptung  ( nk=1  (1+1/k) = n + 1
(3) Induktionsschluß: Es ist zu zeigen, daß dann (2) auch für  n+1  gilt:
(n+1k=1 (1 + 1/k) = n + 1 + 1 = n + 2
Es gilt:
(n+1k=1 (1 + 1/k) = (nk=1 (1 + 1/k) * (1 + 1/(n+1)) =(2)= (n+1)* (1 + 1/(n+1)) = n + 1 + (n+1)/(n+1) = n + 1 + 1 = n + 2

Aufgabe 2:

Es sei  P(x) =  x4 - 4x3 + x2 + 6x  , Q(x) =  x4 - 5x3 - 15x2 + 5x + 14  . 
Ein guter Freund und Mathematiker macht Sie darauf aufmerksam, daß die Summe der Koeffizienten von  Q(x)  verschwindet und daß das „Loch“ in der Darstellung von  P(x) / Q(x)  an der Stelle  x0 = -1  durch einen Wert  y0  sinnvoll geschlossen werden kann. 

Bestimmen Sie alle Nullstellen von P(x) und Q(x) und diesen Grenzwert  y0  .

Lösung: 
Das Polynom P(x) = x*(x3 - 4x2 + x + 6)  hat einmal die Nullstelle  x1 = 0  , der Hinweis auf das "Loch" zeigt auf die Nullstelle x0 = -1 . Abdividieren mit dem Hornerschema liefert das Restpolynom  x2 -5x + 6  ,  Raten oder die Lösungsformel liefert die restlichen beiden Nullstellen x2 = 2 , x3 = 3  :
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Damit ergibt sich  P(x) = x*(x+1)*(x-2)*(x-3)  und ganz analog für das Polynom:  Q(x) = (x+1)*(x-1)*(x+2)*(x-7) nach den Hinweisen auf x0 = -1 (siehe oben) und x4 = +1(Summe der Koeffizienten ist Null!):
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Der Grenzwert ergibt sich zu :
 y0 = lim x ( -1 P(x)/Q(x) = [(-1)*(-3)(-4)]/[(-2)*1*(-8)] = (-12)/16 = -3/4 

Aufgabe 3:

Bestimmen Sie die Grenzwerte von

a)  lim x ( 1 x 1/(x-1)  ,  b)  lim x ( 0 ( tan(x) – x ) / x3  ,  c)  lim x ( +0 x tan(x)  

Lösung:
a) Wegen der Stetigkeit der e-Funktion  exp(x)  ist 
lim x ( 1 x 1/(x-1) = lim x ( 1 e ln(x)/(x-1) = exp( lim x ( 1 ln(x)/(x-1) )

nach l'Hospital ist  lim x ( 1 ln(x)/(x-1) = "0/0" = lim x ( 1 1/x / 1 = 1 , also
lim x ( 1 x 1/(x-1) = exp( lim x ( 1 ln(x)/(x-1) ) = exp(1) = e
b) lim x ( 0 ( tan(x) - x ) / x3 = "0/0" = lim x ( 0 ( 1 + tan2(x) - 1 ) / 3x2 = "0/0" = 
lim x ( 0 ( 2 tan(x)(1 + tan2(x) ) / 6x = "0/0" = 
lim x ( 0 [ 2(1+tan2(x)) + 6tan2(x)(1+tan2(x)) ] / 6 = 2/6 = 1/3

c) Auch hier gilt wieder (, wenn der überhaupt Grenzwert existiert):
lim x ( +0 x tan(x) = lim x ( +0 e ln(x)*tan(x) = exp( lim x ( +0 ln(x)*tan(x) )

nach l'Hospital ist  lim x ( 0 ln(x)*tan(x) = "(*0" = lim x ( 0 ln(x) / cot(x) =
 "(/(" = = lim x ( 0 (1/x) / (1/sin2(x)) = = lim x ( 0 sin2(x)/x = = "0/0" = 
lim x ( 0 2sin(x)*cos(x)/1 = 0, 
also  lim x ( 0 x tan(x) = exp( lim x ( 1 ln(x)*tan(x) ) = exp(0) = 1


Aufgabe 4:

Zwei Funktionen  f(x)  und g(x)  sind gleich in einem Intervall I , wenn 

a) die Ableitungen in I übereinstimmen :  f‘(x) = g‘(x)  in I   und 

b) die Funktionswerte wenigstens für einen Punkt gleich sind :

     f(x0) = g(x0)  für ein x0 ( I gilt.

Zeigen Sie, daß  für f(x) = areasinh(x)   und  g(x) = ln( x + ( x2 +1 )  Bedingung a) erfüllt ist und auch b)  für x0 = 0  zutrifft.

Was folgern Sie daraus?

Aufgabe 5:

Welches ist die größte Auslenkung der überlagerten Schwingung


U(t) = 10*sin((t - 36.87( ) + 13*cos((t + 22.62( )

und an welchen Stellen ( abhängig von ( ) tritt sie auf?

Aufgabe 6:

Adam bestimmt in einer Meßreihe die Werte R(-1,0), S(0,1), T(1,0), Beate ermittelt in der selben Anordnung, unabhängig davon, S(0,1), T(1,0), U(2,1).

Beide legen jeweils durch ihre Punkte ein Interpolationspolynom pAdam(x), pBeate(x) und berechnen daraus pAdam(3/2), pBeate(3/2) .
Claus „kupfert“ von beiden die Messergebnisse ab; welchen Wert liefert sein Interpolationspolynom pClaus(x) durch die Punkte R, S, T und U für x = 3/2  ?

Lösung:
Das Schema mit Newtonschen Steigungen für die drei sieht so aus:
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Das Polynom kleinsten Grades durch  R(-1,0), S(0,1)  und  T(1,0)  lautet:
pAdam(x) = 0 + 1 (x-(-1)) + -1 (x-(-1))(x-0) = x+1 - (x+1)x = 1 - x2  ,

durch S(0,1), T(1,0)  und  U(2,1) (unterhalb der oberen (roten) Linie):
pBeate(x) = 1 + -1 (x-0)) + 1 (x-0))(x-1) =  x2 - 2x + 1 = (x - 1)2,

Das Polynom kleinsten Grades R(-1,0), S(0,1), T(1,0) )  und  U(2,1)  lautet:
pClaus(x) = 0 + 1 (x-(-1)) + -1 (x-(-1))(x-0) + 2/3 (x-(-1))(x-0)(x-1) = 

    = 2/3x3 - x2 - 2/3x + 1

Die Funktionswerte bei x = 3/2 sind dann  pAdam(3/2) = - 5/4, pBeate(3/2) = 1/4 und  pClaus(x) = 0 

