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Aufgabe 1: 

Für welche Werte von k besitzt das lineare Gleichungssystem 
 

(k - 5)*x – 2*y = - 4,

3*x + k*y = 4 
a) keine
b) genau eine
c) mehr als eine Lösung ?

Lösung:

b) 

 Mit A = 

ist  Ax = b  genau dann eindeutig lösbar, wenn  det(A) ( 0

Wegen det(A) = (k-5)*k + 6 = (k-2)(k-3)  ist das LGS eindeutig lösbar für k ( 2  und k ( 3  . Die Lösung lautet dann  x = - 4 / (k-3)  ,   y = 4 / (k-3) = -x

a) Für k = 3  führt das zum dem widersprüchlichen System von Gleichungen 
-2*x – 2*y = - 4,

3*x + 3*y = 4  , ist also unlösbar.
c) Für k = 2 erhält man das unterbestimmte (bis auf das Vorzeichen gleiche) System 
-3*x – 2*y = - 4,

3*x + 2*y = 4  , mit der Schar von Lösungen  x = 4 + 2s  ,  y= - 4 – 3s  ,  s beliebig (reell) .


Aufgabe 2:

Beweisen Sie für |x| < 1 :

ln(1 + x) (  x – x2/2 + x3/3 

Hinweis: Wenden Sie die Taylor-Formel der Ordnung m=3 mit Entwicklungspunkt  x0 = 0  auf   die Funktion  ln(1 + x)  an und be(tr)achten Sie das Vorzeichen des (Lagrangeschen) Restglieds !

Lösung:

f(x) = ln(1+x) , f ‘(x) = (1+x)-1 , f ‘‘(x) = -(1+x)-2 , f ‘‘‘(x) = 2(1+x)-3 , 
f IV(x) = -6(1+x)-4  mit  f(0) = 0 , f ‘(0) = 1 , f ‘‘(0) = -1  und f ‘‘‘(0) = 2  .

Die Taylorformel mit Lagrange-Restglied:
f(x) = k=0(3 f(k)(x0)/k!(x-x0)k + f (4)(()/4!(x-x0)4  liefert eingesetzt:
f(x) = x –x2/2 + x3/3 + – ¼x4/(1+()4 

Läßt man das für alle  –1 < ( < 1  negative Restglied weg, so ergibt sich die gesuchte Ungleichung:  f(x) < x –x2/2 + x3/3 

Aufgabe 3:

Berechnen Sie das bestimmte Integral  
 


0(( ( sin(x) + cos(x) )2 dx

Lösung:

Durch Ausmultiplizieren des Integranden, Anwenden der trigonometrischen Grundformel:  sin2(x) + cos2(x) =1  , summandenweise Integrierens und unter Berücksichtigung der Formel  ( 2f(x)*f‘(x) dx = [f2(x)]  erhält man:

0((( sin(x) + cos(x) )2 dx = 0((1dx + 0((2sin(x)cos(x)dx = 0[x]( + 0[sin2(x)]( = (
Aufgabe 4:

Bestimmen Sie die Fourierentwicklung der Funktion   f(x) = | sin(x) |   ,
 x reell 

Hinweis: Benutzen Sie gegebenenfalls:

( sin(ax)*cos(bx) dx = -1/2 [ cos((a+b)x)/(a+b) + cos((a-b)x)/(a-b)]  für a2 ( b2



     = sin2(ax)/(2a)




     für a2 = b2
Lösung: Die Funktion ist 2(-periodisch und gerade: 
f(-x) = | sin(-x) | = | -sin(x) | = | sin(x) | = f(x)  ,  die Koeffizienten  bk , k=1,...( verschwinden daher aus Symmetriegründen.

a0 = 1/2( -(((f(x) dx = 1/2( {-((0f(x) dx + 0((f(x) dx } = 
1/2( {-((0-sin(x) dx + 0((sin(x) dx } = 1/2( {-([cos(x)] 0 + 0[-cos(x)] (} = 

1/2( {1 - -1  + -(-1) - -1 } = 4 / 2( = 2/(
a0 = 1/( 0((f(x) dx = 1/( 0((sin(x) dx } = 1/( 0[-cos(x)]( = 1/( [- -1 - -1] = 2/(
ak = 1/( -(((f(x)cos(kx) dx = 1/( {-((0f(x)cos(kx) dx + 0((f(x)cos(kx) dx } = 
1/( {-((0-sin(x)cos(kx) dx + 0((sin(x)cos(kx) dx } = (siehe Formel) 

für k=1:
1/( {-([-sin2(x)/2] 0 + 0[sin2(x)/2] (} = 1/( { 0 – 0 + 0 – 0} = 0

für k(1:
1/2( -([cos((k+1)x)/(k+1) + cos((k-1)x)/(1-k)] 0 - 
 

1/2( 0[cos((k+1)x)/(k+1) + cos((k-1)x)/(1-k)]( = 
 1/2( [(1/(k+1) – 1/(k-1)) – (cos((k+1)()/(k+1) - cos((k-1)()/(k-1))]  + 
-1/2( [ (cos((k+1)()/(k+1) - cos((k-1)()/(k-1)) - (1/(k+1) – 1/(k-1)) ] = 

= 0  für k ungerade ( da dann k(1 gerade und cos((k(1)() = 1 )

= 2/( (1/(k+1) – 1/(k-1)) = -4/( * 1/(k2-1)  für k gerade

Die Fourierreihe lautet in diesem Falle:
f(x) 
= 2/( - 4/( ((k=2, k gerade cos(kx)/(k2-1)
 
= 2/( - 4/({ cos(2x)/3 + cos(4x)/15 + cos(6x)/35 + ...}

ak = 2/( 0((f(x)cos(2kx) dx = 2/( 0((sin(x)cos(2kx) dx  = (siehe Formel) 

2/( (-½) 0[cos((1+2k)x)/(1+2k) + cos((1-2k)x)/(1-2k)]( = 
-1/( [(-1/(1+2k) + -1/(1-2k)) – (1/(1+2k) + -1/(1-2k))]  = 
2/( [ 1/(1+2k) + 1/(1-2k)] = 2/( ( (1-2k + 1+2k)/((1+2k)(1-2k)) ) = 
4/( * 1/(1-4k2)  = -4/( * 1/(4k2-1) 

Die Fourierreihe lautet demnach:
f(x) 
= 2/( - 4/( ((k=1 cos(2kx)/(4k2-1)
 
= 2/( - 4/({ cos(2x)/3 + cos(4x)/15 + cos(6x)/35 + ...}

Aufgabe 5:

a) Untersuchen Sie den Konvergenzradius  (  der Potenzreihe


1(( xk/(k*k!) = x/1 + x2/4 + x3/18 + x4/96 + ....

b) Wie lautet die Ableitung  fI(x)  der durch die Reihe dargestellten Funktion  f(x) für  x aus (-(,() ?  (Ohne Bewertung: Finden Sie dafür auch einen geschlossenen Ausdruck?)

Lösung:

Es ist   ( = limk(( | ak / ak+1 | = limk(( | (k+1)(k+1)! / (k k!) |  = 
 

limk(( (1+1/k)(k+1)  = (  ,

die Reihe konvergiert also überall absolut (für x aus (-(,()) und darf gliedweise differenziert werden:

f‘(x) = 1((k*xk-1/(k*k!) = 1((xk-1/k! = 1/x * 1((xk/k! = 1/x * (0((xk/k!  -  1) = 


1/x * (exp(x)-1) = (ex –1)/x

Aufgabe 6:

Mit Hilfe des Differentials  df  berechne man näherungsweise den Wert   f(28,9990)  der Funktion  f(x,y) = 3(x (y  von zwei Veränderlichen und benutze dazu den Wert  f(27,10000) = 300.

Lösung:

f(x,y) = x1/3 y1/2  ,  (f/(x = 1/3 x-2/3 y1/2  , (f/(x = 1/2 x1/3 y-1/2 

df = (f/(x dx + (f/(y dy = 1/3 x-2/3 y1/2 dx + 1/2 x1/3 y-1/2dy  ,  dx = 1 , dy = 10

df|27,10000   = 1/3 100/9 * 1  + ½ 3/100 * 10 =  3,7037 + 0,15 = 3,8537

f(28,9990) ( f(27,10000) + df|27,10000 = 303,8537 (genauer: 303,50703)
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