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Aufgabe 1: 

a) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix  A  in Abhängigkeit des Parameters  a :

det (A ) =
|
2
-6
a
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b) Für welche  a  ist das zugehörige LGS   Ax = b  für beliebige 
rechte Seiten  b  stets eindeutig lösbar ?

Lösung:

a) mit Sarrus erhält man:

det (A ) =
|
2
-6
a
|
 = a*0*3 + 2*2*2 + (-6)*1*(-1) 
     - (-6)*0*2 - a*2*(-1) - 2*1*3 
 = 8 + 6 +2*a - 6 = 8 + 2*a
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Auch der Entwicklungssatz ist anwendbar (nach der ersten Spalte):

det (A) = 2 |
2
1
| - 0*|
-6
a
| + (-1)*|
-6
a
| = 2*(4 -3) - (-6 -2*a) =


3
2

3
2

2
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2 + 6 +2*a = 8 +2*a
b) Damit das lineare Gleichungssystem eindeutig lösbar ist für alle rechten Seiten, muß  A  invertierbar (, nicht singulär, regulär) sein, also vollen Rang oder linear unabhängige Zeilen (Spalten) haben. Dies gilt genau dann, wenn  det(A) ≠ 0  , also  8 + 2a ≠ 0  ist. 
Nur für  a = - 4  ist  det(A) = 0 , somit gilt b) für alle  a ( IR \ {- 4}
Aufgabe 2:

Über der X-Y-Ebene erhebt sich die Fläche 
f(x,y) = x2 -5xy +9y2 

a) Ein Käfer sitzt über dem Punkt P(3,1) auf dieser Fläche. Welches ist die Richtung des größten Anstiegs dort ? 

b) Er möchte zum Punkt über Q(2.7,1.1) auf der Fläche laufen - welchen Höhenunterschied hat er dabei zu überwinden (wenn er "geradlinig" - bzgl. der Projektion in die X-Y-Ebene - drauflosmarschiert) ?. Mit welcher Steigung (oder welchem Gefälle) läuft er dabei los ?

Lösung:

f(x,y) = x2 -5xy +9y2  , f|P = 32 -5*3*1 +9*12  = 9 - 15 + 9 = 3 = f(3,1) 

a)  ∂f / ∂x  =  fx = 2x - 5y 

∂f / ∂y  =  fy = - 5x + 18y

(f = (
∂f / ∂x
) = (
  2x  -   5y
)


∂f / ∂y

- 5x + 18y


(f|P = (
2*3  -   5*1
) = (
6  -   5
) = (
1
)


-5*3 + 18*1

-15 + 18

3


Die Richtung des steilsten Anstiegs ist also der Gradient in P:  (1,3)T
b) f|Q = 2.72 -5*2.7*1.1 +9*1.12  = 7.29 - 14.85 + 10.89 = 3.33 = f(2.7,1.1)

a)  ∂f / ∂x  =  fx = 2x - 5y 

∂f / ∂y  =  fy = - 5x + 18y

PQ = (
2.7
) - (
3
) = (
-0.3
) =1/10(
-3
) = n |n| = √10/10
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∂f / ∂n = n ( (f =   √10/10(
-3
)((
1
) = √10/10 ( -3 + 3) = 0
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Klar, da  n  senkrecht auf  (f  steht,  n  also in Richtung einer Höhenlinie (Niveaulinie) zeigt!

Aufgabe 3:

Bestätigen Sie durch  partielle Integration die Formeln:
 ( sinh(ax)*sin(ax) dx = ( cosh(ax)*sin(ax) - sinh(ax)*cos(ax) ) / 2a 
und

 ( cosh(ax)*cos(ax) dx = ( cosh(ax)*sin(ax) + sinh(ax)*cos(ax) ) / 2a

Lösung:

( sinh(ax)*sin(ax) dx = ( u'(x)*v(x) dx  (- mit  u'(x) = sinh(ax) , v(x) = sin(ax)  also u(x) = cosh(ax)/a  und  v'(x) = a*cos(ax) -) = [u(x)+v(x)] - ( u(x)*v'(x) dx = [cosh(ax)/a * sin(ax)] - ( cosh(ax)/a*a*cos(ax) dx  also:

(1)   ( sinh(ax)*sin(ax) dx = [cosh(ax)/a * sin(ax)] - ( cosh(ax)*cos(ax) dx

analog

( cosh(ax)*cos(ax) dx = ( u'(x)*v(x) dx  (- mit  u'(x) = cosh(ax) , v(x) = cos(ax)  also u(x) = sinh(ax)/a  und  v'(x) = -a*sin(ax) -) = [u(x)+v(x)] - ( u(x)*v'(x) dx = [sinh(ax)/a * cos(ax)] - ( sinh(ax)/a*(-a)*sin(ax) dx  also:

(2)   ( cosh(ax)*cos(ax) dx = [sinh(ax)/a * cos(ax)] + ( sinh(ax)*sin(ax) dx

(2) in (1) eingesetzt liefert:

( sinh(ax)*sin(ax) dx = [cosh(ax)/a * sin(ax)] - [sinh(ax)/a * cos(ax)] - 
( sinh(ax)*sin(ax) dx  oder 

2 ( sinh(ax)*sin(ax) dx = {[cosh(ax) * sin(ax)] - [sinh(ax) * cos(ax)]}/a   und

( sinh(ax)*sin(ax) dx = { [cosh(ax) * sin(ax)] - [sinh(ax) * cos(ax)] }/2a

dagegen (2) in (1) eingesetzt liefert:

( cosh(ax)*cos(ax) dx = [sinh(ax)/a * cos(ax)] + [cosh(ax)/a * sin(ax)] - 
( cosh(ax)*cos(ax) dx  oder

2( cosh(ax)*cos(ax) dx = {[sinh(ax)*cos(ax)] + [cosh(ax)*sin(ax)]}/a  und

( cosh(ax)*cos(ax) dx = {[sinh(ax)*cos(ax)] + [cosh(ax)*sin(ax)]}/2a

Aufgabe 4:

Bestimmen Sie die Fourierentwicklung der 2-periodischen Funktion  f(x) ,

die im Periodenintervall [0,2] der Funktionsvorschrift genügt:

f(x) =
{
 - x
  für  
0 < x < 1



 0

x = 0, 1, 2



2 - x

1 < x < 2

Lösung:
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Wie man der Skizze leicht entnimmt, ist die Funktion ungerade (schiefsymmetrisch, punktsymmetrisch), also verschwinden alle ak einschließlich a0 :

ak  = 0   ,   k=0, 1, 2,...

Zu berechnen sind also nur noch die bk : 

bk = 2/T T( f(x)*sin(kωx) dx  mit  T = 2  und ω = 2π/T

als Periodenintervall wählt man zweckmäßigerweise das Intervall [-1,1], weil dort die Funktion durchgängig durch  f(x) = -x  gegeben ist! Also:

bk = 2/2 -1(1 (-x)*sin(kπx) dx  = ( -2 0(1 x*sin(kπx) dx = )

 -1[ -(-x/(kπ) cos(kπx))]1 + 1/(kπ)-1(1 cos(kπx) dx
 = -1[ x/(kπ) cos(kπx) + 1/(kπ)2 sin(kπx)]1
= 1/(kπ) (-1)k + 0  -  -1/(kπ) (-1)k - 0 = 2/(kπ) (-1)k   also   f(x) = 
2/π k=1∑∞(-1)k/k sin(kπx) = 2/π(-sin(πx)/1 + sin(2πx)/2 - sin(3πx)/3 ± ...)
Aufgabe 5:

a) Stellen Sie die Taylorentwicklung  der Funktion
 


f(x ) = sinh(x)*cosh(x)


im Punkt  x0 = 0  auf.

b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der so gebildeten Reihe.

Lösung:

Mit f(x) = sinh(x)*cosh(x) = ½(ex + e-x)½( ex - e-x) = 1/4(e2x - e-2x) = ½sinh(2x) 

erhält man auf zwei Wegen:

f '(x) = cosh(x)cosh(x) + sinh(x)sinh(x) = cosh2(x) + sinh2(x) = 
cosh2(x) - sinh2(x)+sinh2(x)+sinh2(x) = 1+2sinh2(x) = ½cosh(2x)*2 = cosh(2x)

f ''(x) = 2*2sinh(x)*cosh(x) = 4 sinh(x)cosh(x) = 4f(x) = 4f(0)(x) = 2sinh(2x)

f '''(x) = 4 f '(x) = 4(1+2sinh2(x)) = 4cosh(2x)

f(IV)(x) = 4 f ''(x) = 4*4f(0)(x) = 16 sinh(x) cosh(x) = 8 sinh(2x)

f(V)(x) = 4 f '''(x) = 4*4f '(x) = 16(1+2sinh2(x)) = 16 cosh(2x)

f(VI)(x) = 4f(IV)(x) = 4*4f ''(x) = 4*4*4f(0)(x) = 64 sinh(x) cosh(x) = 32 sinh(2x)

Also mit x0 = 0 :f(0)(x0) = f(0) = 0, f '(x) = 1, f ''(x) = 0, f '''(x) = 4; f(IV)(x) = 0; f(V)(x) = 16, f(VI)(x) = 0, ..... f(k)(x) = 0 für k gerade, = 2k-1 für k ungerade

a) Taylorreihe:  f(x)  = k=1∑∞f(k)(x0)/k! (x-x0)k  = k=1, k ungerade∑∞2k-1/k! x k = 

n=1∑∞22n-2/(2n-1)! x2n-1 = x + 22/3! x3 + 24/5! x5 + ... = 
½(2x/1! + (2x)3/3! + (2x)5/5! + ...) = ½sinh(2x)

b) Die Reihe konvergiert nach dem Qoutientenkriterium (in der Limesform), 
wenn  limn -->∞ | an+1 /an | < 1 ist.  
Wegen an+1 /an = 22n/(2n+1)! x2n+1/ 22n-2/(2n-1)! x 2n-1 = 22x2/(2n*(2n+1))   ist aber limn -->∞ | an+1 /an | = 0 < 1  für alle x ( IR, die Reihe konvergiert demnach für alle reellen Zahlen.

Aufgabe 6:

Bestimmen Sie das Volumen des Körpers, der durch Rotation der Funktion 

f(x)  =  cosh(x)  um die x-Achse im Intervall  [-1,1]  entsteht.

Lösung:

Die Formel für das Rotationsvolumen für eine um die x Achse rotierende Funktion f(x) lautet:   Vrot = π a(b f2(x) dx    , in diesem Falle also:

Vrot = π -1(1 cosh2(x) dx = π -1(1 [½(ex + e-x)]2 dx = π -1(1 ¼(e2x + 2+ e-2x) dx = π/4 -1[½e2x + 2x - ½e-2x ]1 = π/4 [½e2 + 2*1 - ½e-2 - (½e-2 + 2(-1) - ½e-2(-1)) ] = π/4 [½e2 + 2*1 - ½e-2 - ½e-2 + 2 + ½e2 ] = π/4 [ e2 + 4 - e-2 ] = 
= πe2/4 + π - π/(4e2) = 8.83865166

