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Aufgabe 1: 

Bestimmen Sie die Determinante der Matrix  A  in Abhängigkeit des Parameters  x :

det (A ) =
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0
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0


Was ergibt sich für  x = 7  , für welches  x  verschwindet die Determinante ?

Lösung:

Nach dem Entwicklungssatz (Entwicklung von A nach der ersten Zeile und bei den resultierenden Determinanten nach der zweiten Spalte) gilt:

det(A) = -1*(-8*(3+6-4*5)) + 2*(-x*(3*6-4*5)) = 8*(18-20)  - 2x*(18-20) = 
det(a) = 4x - 16

Für x = 7  ergibt sich  det(A) =12 ,  für x = 4 verschwindet die Determinante!

Aufgabe 2:

a) Für die Funktion
 
f(x,y) = xy   

berechnen Sie den Gradienten im Punkt  P(e,2) .

b) Bestätigen Sie den Satz von Schwarz am Beispiel dieser Funktion 
(gute Kontrolle zu a) !)

c) Welche Steigung hat die Richtungsableitung im Punkt P(e,2) in Richtung 
r = (-e,2)   ( r  ist nicht normiert!)? 

Lösung:

a) Es ist   ∂f/∂x =  y*xy-1   und  ∂f/∂y = ln(x)*xy   P(e,2) eingesetzt ergibt:

fx| P(e,2) = 2*e1 = 2e   , fy|P(e,2) = e2* ln(e) = e2   Also:
 grad(f) |P(e,2) = (2e, e2) 

b) ∂(∂f/∂x)/∂y = fxy = xy-1 + y*ln(x)*xy-1 
 ∂(∂f/∂y)/∂x = fyx = 1/x* xy + ln(x)*y*xy-1
 = xy-1 + ln(x)*y*xy-1     also fxy = fyx !

c) grad(f) |P(e,2)•r/||r|| = (2e, e2)•(-e,2)/||r|| = ( -2e2 + 2 e2 )/||r|| = 0 !!!   

Aufgabe 3:

Lösen Sie mit Hilfe der Partialbruchzerlegung das unbestimmte Integral:
 ( (x3 - x2 + 1) / (x2(x-1)) dx 

Lösung:

Da Zählergrad = Nennergrad muß abdividiert werden:

(x3 - x2 + 1) / (x2(x-1)) = 1 + 1/(x2(x-1))  !!

 0  (doppelt!)  und  1  sind die Nullstellen des Nenners. Es ergibt sich also für die verbleibende rationale Funktion der Ansatz:

1/(x2(x-1)) = A/x + B/x2  +  C/(x-1)   
Durchmultiplizieren mit dem Nenner ergibt die Identität:

1 = A*x*(x-1) + B*(x-1) + C*x2   

Für  x = 1  erhält man   1 = C   und für  x = 0  ergibt sich  1 = -B  .

 x = -1  eingesetzt liefert  1 = 2A - 2B + C = 2A + 2 + 1   oder  -2 = 2A 

Mit den so gewonnenen Lösungen  A = -1  ,  B = -1  ,  C = 1 erhält man:

( (x3 - x2 + 1) / (x2(x-1)) dx  = ( (1 - 1/x - 1/x2 + 1/(x-1) ) dx  = 
 x - ln(x) + 1/x + ln(x-1) + Const
Aufgabe 4:

Bestimmen Sie die Fourierentwicklung der 2-periodischen Funktion  f(x) ,

die im Periodenintervall [0,2] der Funktionsvorschrift genügt:

f(x) =
{
  + x
  für  
0 <= x <= 1



2 - x

1 <= x <= 2

(Skizze!)

Lösung:

Wie man aus einer Skizze erkennen sollte, ist die Funktion gerade 
((y-)achsensymmetrisch), also verschwinden alle bk:


bk  = 0   ,   k=1, 1, 2,...

Zu berechnen sind also nur noch die ak : 

a0 = 1/T T( f(x)dx    und 
ak = 2/T T( f(x)*cos(kωx) dx   k = 1,2, ...   mit  T = 2  und ω = 2π/T

Als Periodenintervall wählt man zweckmäßigerweise das Intervall [-1,1], weil dort die Funktion einfach durch  f(x) = -x  bzw   f(x) = x  gegeben ist! Also:

ak = 2/2 -1(1 f(x)*cos(kπx) dx  = ( 2 0(1 x*cos(kπx) dx = 

2*0[ (x/(kπ))*sin(kπx) + (1/(kπ))2*cos(kπx)]1 = 

2*[ (1/(kπ))*sin(kπ) + (1/(kπ))2*cos(kπ) - (1/(kπ))*sin(0) - (1/(kπ))2*cos(0)] =

2*[ 0 + (1/(kπ))2*(-1)k - 0 - (1/(kπ))2*1] = 2/(kπ))2*((-1)k - 1) =

ak =
{
  0
  für  
k gerade



-4/(kπ))2

k ungerade 

also   f(x) = 1/2 - 4/π2 *k=1∑∞cos(kπx)/k2 = 
1/2 - 4/π2( cos(πx)/1 + cos(3πx)/9 + cos(5πx)/25 +... )
Aufgabe 5:

a) Berechnen Sie   √17  = √16 +1  =   4√1+1/16   mit Hilfe des Taylorpolynoms 3.Grades  für die Funktion   f(x) = (1 + x)1/2 

b) Schätzen Sie das Restglied der Entwicklung ab und treffen Sie damit eine Aussage über die Genauigkeit des Näherungswertes.

Lösung:

Es ist mit x0 = 0 :

f(x) = (1 + x)1/2  




,  f(x0) = 1;

f'(x) = 1/2 * (1 + x)-1/2  



,  f'(x0) = 1/2;
f''(x) = (-1/2)*1/2 * (1 + x)-3/2  


,  f''(x0) = -1/4;
f'''(x) = (-3/2)(-1/2)*1/2 * (1 + x)-5/2  
,  f'''(x0) = 3/8;
fIV(x) = (-5/2)(-3/2)(-1/2)*1/2 * (1 + x)-7/2 
,  fIV(ξ) = -15/16 * (1 + ξ)-7/2;

damit ergibt sich für das Taylorpolynom der Ordnung 3:

T3(f)(x) = 1 + 1/2*x/1! - 1/4*x2/2!+ 3/8*x3/3!  und  T3(f)(1/16) = 1,0307769775

man erhält als Näherung:   √17  =  4√1+1/16 ≈  4* T3(f)(1/16) = 4,12310791
b) So schlecht ist diese Näherung nicht, weil exakt √17  =  4,1231056256...

Dies zeigt auch die Restgliedabschätzung:

R3(f)(x) = ,  fIV(ξ)*(x-x0)4/4! = -15/16 * (1 + ξ)-7/2*x4/4! < 0  (der wahre Wert ist also kleiner !)    und (wegen (1 + ξ)-7/2  < 1  für 0 = x0 < ξ < x = 1/16 )

|R3(f)(1/16)| <  15/16 * 1 * (1/16)4/4! = 10 / 166 = 10/166 = 640/230 <  640*10-9
= 6,4*10-7    
Der Näherungswert oben ist also höchstens  4*6,4*10-7 = 2,56*10-6  zu groß!

Aufgabe 6:

Eine Blumenvase entspricht einer Form, die durch Rotation um die y-Achse entsteht aus der Funktion:

f(x) =
{
0
  für  
0 < x <= 1



4cosh(ax) - 5

1 <= x < 2

Dabei hat  a  den Wert    a = ln(2) = 0.693147 !

Wieviel Liter faßt die Vase (die Maßzahlen sind in Dezimeter gegeben) ?

Hinweise: sinh(a) = 3/4 , cosh(a) = 5/4 , sinh(2a) = 15/8 , cosh(2a) = 17/8
( x*cosh(ax) dx = x*sinh(ax)/a  -  cosh(ax)/a2  

Lösung:

Es gilt:

Vrot-y (f) = 2π a(b x*f(x) dx = 2π1(2x*(4cosh(x)-5) dx = 
2π1(2 x*4cosh(x) dx - 2π1(25x dx = 
8π1[1/a * x*sinh(x) - 1/a2 * cosh(x]2 - 10π1[x2/2]2  = 
8π/a[2*15/8 - 1/a * 17/8 - (1*3/4 - 1/a * 5/4)] - 10π[4/2 - 1/2] =

36,25888*[3 - 7/8*ln(2)] - 15 π = 36,25888*1,7376 - 47,1238898 = 

63,004 9469 - 47,1238898 = 15,881 dm3 = 15,88 l
