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Aufgabe 1: 

Stellen Sie die Taylorentwicklung  der Funktion
 


f(x ) = x5 - 5x2 + 4




im Punkt  x0 = 1  auf!

Lösung:

f(x) = k=0(( f(k)(x0)/k! * (x-x0)k   

f(0)(x) = = x5 - 5x2 + 4 

f(0)(x0) = f(1)= 0

f(1)(x) = = 5x4 - 10x 

f(1)(x0) = 
   -5

f(2)(x) = = 20x3 - 10 

f(2)(x0) =
  10

f(3)(x) = = 60x2 


f(3)(x0) =
  60

f(4)(x) = = 120x 


f(4)(x0) =
120

f(5)(x) = = 120 


f(5)(x0) =
120

f(6)(x) = = 0 


f(6)(x0) =
    0

f(7)(x) = = 0 


f(7)(x0) =
    0

........





..............

also

f(x) = 0 - 5*(x-1) + 10/2! (x-1)2 + 60/3!*(x-1)3 + 120/4!*(x-1)4 + 120/5!*(x-1)5  

f(x) = (x-1)5 + 5(x-1)4 + 10(x-1)3 + 5(x-1)2 - 5(x-1)

Die Koeffizienten ergeben sich auch beim Abdividieren mit Rest nach Horner:
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Aufgabe 2:

Über der X-Y-Ebene erhebt sich die Fläche 
f(x,y) = x2y3 + xy3 +2y . 

a) Geben Sie den Gradienten im Punkt  P(0,1) an. 

b) Bestimmen Sie die Tagentialebene in diesem Punkt  P  .

c) Wie lautet dort das (totale) Differential, 

welchen Wert nimmt es für dx = 0.1  , dy = 0.2  an ?

Lösung:

a) Die partiellen Ableitungen lauten

(f(x,y)/ (x = 2xy3 + y3 


(f(x,y)/ (x |P(0,1) = 1

(f(x,y)/ (y = 3x2y2 + 3xy2 +2

(f(x,y)/ (y |P(0,1) = 2

Der Gradient ist also der Vektor 
grad(f)|P(0,1) = (f|P(0,1) = (1,2)T
b) Tf(x,y) = f(x0,y0) + (f(x,y)/ (x|(x0,y0) (x - x0) +  (f(x,y)/ (y|(x0,y0) (y - y0)

    Tf(x,y) = 2 + 1*(x - 0) + 2*(y - 1) = 2 + x + 2(y-1) = x + 2y

c) df = (f(x,y)/ (x|(x0,y0) *dx +  (f(x,y)/ (y|(x0,y0) *dy

    df = 1*dx + 2*dy = 0.1 + 2*0.2 = 0.5

Aufgabe 3:

Berechnen Sie mit Hilfe der Partialbruchzerlegung eine Stammfunktion für die rationale Funktion  r(x) = (x3 + x + 1)/(x3 - 3x + 2)


Lösung:

Schritt 1: Das Zählerpolynom ist nicht vom Grad kleiner, als das Nennerpolynom. Also muß erst eine Polynomdivision stattfinden. Offensichtlich gilt wegen 
(x3 + x + 1) - (x3 -3x + 2) = 4x - 1 

r(x) = 1 + (4x - 1)/(x3 -3x + 2)
und die Partialbruchzerlegung findet nur für den Term 
(4x - 1)/(x3 -3x + 2)
statt.

Schritt 2: Für die Faktorzerlegung des Nennerpolynoms rät man leicht die Nullstelle  x1 = 1 .  Abdividieren von  (x - 1)  mittels Hornerschema liefert:
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das quadratische Restpolynom 
x2 + x - 2
mit den Nullstellen:

x2,3 = -1/2 ( ( 1/4 - (-2)  = -1/2 ( ( 9/4  = -1/2 ( 3/2 = 1 , -2

x1 = 1 = x2   ist also doppelte Nullstelle  und es gilt die Faktorzerlegung:

x3 - 3x + 2 = (x - 1)2(x + 2)  (wie man auch leicht nachrechnet!)

Schritt 3: Somit ergibt sich folgender Ansatz für die Partialbruchzerlegung:
(4x - 1)/(x3 -3x + 2) = (4x -1)/(x - 1)2(x + 2) = A/(x -1)   +   B/(x-1)2   +   C/(x +2)

Schritt 4:  Multiplikation beider Seiten mit dem Hauptnenner führt zur Berechnung der Koefizienten A, B, C :

(4x -1)= A*(x -1)*(x+2)   +   B*(x+2)   +   C*(x-1)2
Geschicktes Einsetzen liefert für 

x =  1: 
 4 - 1 = 3 = 0*A + 3*B + 0*C = 3B  
also  B = 1

x = -2:
-8 - 1 = -9 = 0*A + 0*B + (-3)2*C = 9C  
also  C = -1

x =  0:
 0 - 1 = -1 = -2*A + 2*B + (-1)2*C = -2*A + 2*1 + 1*(-1) = -2*A + 1

also  A = 1 .  Auch ein Koeffizientenvergleich der x-Potenzen wäre möglich:

0x2 + 4x - 1 = A*(x2 + x - 2)   +   B*(x + 2)   +   C*(x2 -2x + 1) = (sortiert:)



 = (A + C)*x2 + (A + B - 2C)*x + (-2A + 2B + C)  

Dies führt auf ein lineares Gleichungssystem (LGS):
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dessen Lösung etwa nach Gauß zu berechnen ist:
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9C = -9  ( C = -1 , B = 4 + 3C = 4 + 3*(-1) = 1  ,  A = 0 - C = -(-1) = 1

Schritt 5: Die rationale Funktion r(x) läßt sich also darstellen:

r(x) = (x3 + x + 1)/(x3 - 3x + 2)  = 1 + (4x - 1)/(x3 -3x + 2) 

   = 1 + 1/(x -1) + 1/(x-1)2 - 1/(x +2)

und in dieser Form auch leicht integrieren:

( r(x) dx = ( (x3 + x + 1)/(x3 - 3x + 2) dx = 

 
    = ( 1 dx + ( 1/(x -1) dx + ( 1/(x-1)2 dx  -  ( 1/(x +2) dx  =

 = 
    = x + ln(x-1) - 1/(x-1) + ln(x+2) + C

Die rechte Seite stellt also mit jeder beliebigen reellen Konstanten C eine Stammfunktion von  r(x)  dar.

Aufgabe 4:

Bestimmen Sie die Fourierentwicklung der T-periodischen Funktion  f(x) ,

die im Intervall [0,T/2] der Funktionsvorschrift genügt

f(x) =
{
x/a
  für  
0 ( x ( a




1

 a ( x ( T/2 - a
a ( T/4



T/2a - x/a

T/2 - a ( x ( T/2


und schiefsymmetrisch auf das ganze Periodenintervall  T  fortgesetzt wird. (Skizze!)

Hinweis 1: ( x*sin(k(x) dx = sin(k(x)/(k()2 – x*cos(k(x)/k(
Hinweis 2:  sin(k( - k(a) = (-1)k+1sin(k(a)

Hinweis 3:  alle auftretenden Integrationsterme (nach Einsetzen der unteren und oberen Grenzen) lassen sich – auch mit Hilfe von Hinweis 2 – auf einen einzigen Ausdruck reduzieren!

Lösung:

Auf Grund der geforderten (Schief-/Punkt-)Symmetrie verschwinden alle ak , k=0,1,2,...und es gilt für k=1,2,...:

bk = 2/T–T/2(T/2f(x)sin(k(x)dx = 4/T0(T/2f(x)sin(k(x) dx  mit  ( =2(/T 

Das Interal wird aufgespalten gemäß der durch f(x) vorgegeben Teilintervalle:

0(T/2f(x)sin(k(x) dx =
 0(af(x)sin(k(x) dx + a(T/2-af(x)sin(k(x) dx + T/2-a(T/2f(x)sin(k(x) dx =

0(ax/a*sin(k(x) dx + a(T/2-asin(k(x) dx + T/2-a(T/2(T/2a – x/a)sin(k(x) dx =

 1/a*0(ax*sin(k(x) dx + a(T/2-asin(k(x) dx + T/2a*T/2-a(T/2sin(k(x) dx +
-1/a*T/2-a(T/2x*sin(k(x) dx = 

1/a*0[sin(k(x)/(k()2 – x*cos(k(x)/k(]a + a[-cos(k(x)/k(]T/2-a + 
T/2a*T/2-a[-cos(k(x)/k(]T/2 - 1/a*T/2-a[sin(k(x)/(k()2 – x*cos(k(x)/k(]T/2 =

1/a*[sin(k(a)/(k()2 – a*cos(k(a)/k( - sin(k(0)/(k()2 + 0*cos(k(0)/k(] + 
[-cos(k((T/2-a))/k( + cos(k(a)/k(] + 
T/2a*[-cos(k(T/2)/k( + cos(k((T/2-a))/k(] + - 1/a*[sin(k(T/2)/(k()2 – T/2*cos(k(T/2)/k( - sin(k((T/2-a))/(k()2 + (T/2-a)*cos(k((T/2-a)/k(] =

 (mit k(T/2 = k(  

1/a*sin(k(a)/(k()2 – cos(k(a)/k( + 
-cos(k( - k(a)/k( + cos(k(a)/k( + 
-T/2a*cos(k()/k( + T/2a*cos(k( -k())/k( + 
- 1/a*sin(k()/(k()2 + T/2a*cos(k(x)/k( + 1/a*sin(k( -k(a))/(k()2 +
- T/2a*cos(k( - k(a)/k( + cos(k( - k(a)/k(] = ( mit Hinweis 2) =

1/a*sin(k(a)/(k()2 + 1/a*(-1)k+1sin(k(a) /(k()2
1/a*sin(k(a)/(k()2 ( 1 + (-1)k+1 ) = 2/(ak2(2)*sin(k(a)    für ungerades k !

also bk = 4/T*0(T/2f(x)sin(k(x) dx  = 8/(aTk2(2)*sin(k(a) für ungerades k
= mit (( =2(/T) = 2T/a(2*sin(k(a)/k2 für ungerades k  ,  = 0 für gerades k
Die Fourierreihe lautet daher:

2T/a(2 k=1, k ungerade((sin(k(a)/k2*sin(k(x) = 
2T/a(2{ sin((a)/12*sin((x) + sin(3(a)/32*sin(3(x) + sin(5(a)/52*sin(5(x) + ...}

-----

Im Spezialfall  T= 2(  , ( = 1 ergibt sich:

4/a({ sin(a)/12*sin(x) + sin(3a)/32*sin(3x) + sin(5a)/52*sin(5x) + ...} 

Mit a = T/4 =  (/2  sin(ka) = sin((2n+1)*(/2) = (-1)n  für  k=2n+1 ungerade:

8/(2{ sin(x)/12 - sin(3x)/32 + sin(5x)/52 - ...+ ...} 

und mit a = 0 unter Berücksichtigung von  limk(( sin(ka)/a = k  (l’Hospital!)

4/({ sin(x)/12 + sin(3x)/32 + sin(5x)/52 + ...} 

erhält man gerade die beiden bereits behandelten Sonderfälle 

Aufgabe 5:

a) Berechnen Sie den Konvergenzradius der reellen Potenreihe
k=0(( (-2)k/3k+1*(x-0.5)k   

b) Geben Sie den vollständigen Konvergenzbereich an (mit Begründung)!

a) Lösung:

b) ( = limk(( |bk/bk+1| = limk(( | (-2)k/3k+1/ (-2)k+1/3k+2 | = limk(( |3/(-2)| = 3/2

c) Nach der Theorie ist die Reihe konvergent für  x0 - (  < x < x0 + (  , also für  

x0 - ( = 0.5 – 1.5 = -1 < x < 2 = 0.5 + 1.5 = x0 + (   und  divergent für 
  x < x0 - ( = -1   bzw.   x > x0 + ( = 2 
Bleibt die Untersuchung der Ränder des Konvergenzintervalls  x = -1  ,  x = 2

x = -1: k=0(( (-2)k/3k+1*(-1-0.5)k = k=0(( (-2)k/3k*(-1.5)k/3 = k=0(( 1/3  divergent !

x =  2: k=0(( (-2)k/3k+1*(2-0.5)k = k=0(( (-2)k/3k*(1.5)k/3 = k=0(( (-1) k /3  ebenfalls divergent (die Glieder beide Reihen bilden keine Nullfolge)

Der Konvergenzbereich  K  ist also das offene Intervall    K = (-1,2)

Aufgabe 6:

Bestimmen Sie den Schwerpunkt der Fläche unter der Kurve
 


f(x) = 1/3(3 - x)(x  

zwischen den beiden Nullstellen.

Lösung:

Die Nullstellen sind  x1= 0  und x2 = 3  (nur für diese beiden Werte verschwindet das Produkt, das die Funktion bildet)

xs = x1(x2x*f(x) dx / x1(x2f(x) dx   , ys = 1/2x1(x2f(x)2 dx / x1(x2f(x) dx
0(3x*f(x) dx = = 0(3x*1/3(3 - x)(x dx = 0(3(x*(x - 1/3*x2*(x) dx =
0(3x3/2  dx  - 1/3 0(3x5/2 dx = 0[2/5*x5/2]3 –1/3*0[2/7* x7/2]3 =  2/5*35/2 –2/7*35/2 =

(14 –10)/35*9*(3 = 36/35*(3 = 1,7815
½0(3f(x)2 dx = ½0(3(1/3(3 - x)(x)2  dx = ½0(31/9(9 – 6x +x2)*x  dx = 

½0(3(x – 2/3x2 +1/9x3)  dx = ½0(3x dx – 1/30(3x2 dx  + 1/180(3x3  dx = 

½0[x2/2]3 – 1/30[x3/3]3 + 1/180[x4/4]3 =1/4*32 – 1/9*33 + 1/72*34 = 9/4 – 3 + 9/8 = (18 – 24 + 9)/8 = 3/8 = 0,375
0(3f(x) dx = 0(31/3(3 - x)(x dx = 0(3((x - 1/3*x(x) dx = 0(3(x dx - 1/30(3x(x) dx = 

0(3x1/2 dx - 1/30(3x3/2 dx = 0[2/3*x3/2]3 –1/3*0[2/5* x5/2]3 = 2*(3 – 6/5*(3 =
4/5*(3 = 1,3856
xs = (36/35*(3) / (4/5*(3) = (36*5*(3)/(35*4*(3) = 9/7 = 1,2857
ys = (3/8) / (4/5*(3) = (3*5*(3)/(8*4*(3) = (15*(3)/(32*3) = 5/32*(3 = 0,2706
