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Aufgabe 1:

Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion:

  
A(n):

i=1(n (4i -3) = 2n2 -n
Lösung:

A(1):  l.S.: (1i=1 (4i -3) = 4 -3 = 1  ,  r.S.: 2*12 -1 = 1  , 

also  l.S = r. S.  und der Induktionsanfang ist gemacht!

Induktionsschritt A(n) --- > A(n+1):

(n+1i=1 (4i -3) = (ni=1 (4i -3)   +  (4*(n+1)-3) =(nach A(n)) = 
2n2 -n  +  4*(n+1)-3  = 2n2 – n + 4n + 4 -3  = 2n2 + 3n + 1  =   
2n2 + 4n + 2  - (n + 1) = 2(n2 +2n + 1) - (n + 1) = 2(n+1)2 - (n + 1) : A(n+1)

Aufgabe 2: 

a) Für das lineare Gleichungssystem (LGS) mit den Parametern a und  k  :

 
   x           +    z  =  - 1

 
- 2x  +   y +  - z  =  - 1
 
  3x  + ay +  4z  =     k
bestimmen Sie die Determinante der Koeffizientenmatrix in Abhängigkeit von a .

b) Für welches  a  ist das LGS  nicht eindeutig lösbar ?

c) Für welches  k  ergeben sich im Falle b)  unendlich viele Lösungen ?
Hinweis: Arbeiten Sie mit dem Gauß-Algorithmus !

Lösung:

a) mit Hilfe von Gauß-Schritten ergibt sich:
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Aus dem Produkt der Diagonalelemente erhält man  det(A) = 1-a 

und damit die Lösung für b) :  det(A) = 1-a = 0  für  a = 1  . In diesem Fall ergeben sich also unendlich viele oder keine Lösungen.

c) Wie man aus der letzten Zeile für  a = 1  (nach b)) ablesen kann:
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findet man nur  für   6 + k = 0  , also  k = -6  , keine widersprüchliche Gleichung !  In diesem Fall (  a =1 , k = -6)  liegen demnach unendlich viele Lösungen vor. 

Alternativ:

a) erhält man mit Sarrus:

	det (A ) =
	|
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	1
	|
	 = 1*1*4 + 0*(-1)*3 + 1*(-2)*a
  - 1*1*3 - 1*(-1)*a - 0*(-2)*4 
 = 4 - 2a - 3 + a  
 = 1 - a   
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b)  Die Eindeutigkeit geht verloren, wenn   det(A) = 1 - a = 0  ist , also  für  a = 1

c) Das Gleichungssystem reduziert sich in diesem Fall ( a = 1) auf:


   x           +    z  =  - 1

 
- 2x  +   y +  - z  =  - 1

 
  3x  +   y +  4z  =     k
mit der Lösung:
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Die letzte Gleichung ist nur lösbar für   6 + k = 0 , also  k = -6  .

In diesem Fall liefern die beiden oberen Gleichungen für   z = t  , 
y = -3 – t  und  x = -1 – t    also    (x,y,z) = (-1,-3,0) + t*(-1,-1,1)

Aufgabe 3:

a) Auf der Funktion  f(x) = 2*sin(π*x/2)  liegen die Punkte P1(-1,-2), P2(0,0)  und P3(1,2). Welches Interpolationspolynom   pa(x)   geht ebenfalls durch diese Punkte ?  Wie groß ist die Differenz bei  x0 = ½  :  |f(½) – pa(½)| =  ?
b) Wie ändert sich der Abstand zwischen Funktion und neuem Interpolations-polynom  pb(x)  an der Stelle  x0  , wenn man nun auch noch den Punkt  P4(2,0)  mit berücksichtigt ?
Lösung:
Lösung: 

	x
	y
	Steigung 1.Stufe
	Steigung 2.Stufe
	Steigung 3.Stufe

	-1
	-2
	
	
	

	
	
	(0-(-2))/(0-(-1)) = 2/1 = 2
	
	

	0
	0
	
	(2-2)/(1-(-1)) = 0
	----------------------

	
	
	(2-0)/(1-0) = 2/1 = 2
	------------------------------
	(-2-0)/(2--1) = -2/3

	1
	2
	----------------------------
	(-2 -2))/(2-0) = -4/2= -2
	

	---
	---
	(0-2)/(2-1) = -2/1 = -2
	
	

	2
	0
	
	
	


a) p1(x) = -2 + 2*(x+1) + 0*(x+1)*(x-0) = 2x   Die drei Punkte liegen auf einer Geraden!  Die Differenz bei  x0 = ½  ist in diesem Fall : 
 |f(½) – p1(½)| = | 2*sin(π/4) – 2*½ | = √2 -1 = 0.4142…  
b) p2(x) 2 + 2*(x+1) + 0*(x+1)*(x-0) - 2/3*(x+1)*x*(x-1)= 2x – 2/3(x3 –x)= 
 -2/3x3 + 8/3x = 8/3x – 2/3x3  Die Differenz bei  x0 = ½  ist hier nur noch : 
 |f(½) – p2(½)| = | 2*sin(π/4) – (4/3- 1/12)| = √2 -5/4 = 0.1642…  
Aufgabe 4:

Gegeben sei ein ebenes Dreieck durch die Punkte A(7,3) , B(1,5) und C(3,1) .

a) Zeigen Sie, dass es sich hierbei um ein rechtwinkliges Dreieck handelt.
b) Zeigen Sie, dass es sich hierbei um ein gleichschenkliges Dreieck handelt. 

c) Bestimmen Sie die Fläche des Dreiecks.

Lösung:
Mit  c:= AB = (1,5) – (7,3) = (-6,2),  b:= AC = (3,1) – (7,3) = (-4,-2)  und   
a = BC = (3,1) – (1,5) = (2,-4)  sieht man:

a) a ┴ b :  a ● b = (2,-4) ● (-4,-2) = 2*(-4) + (-4)*(-2) = -8 + 8 = 0  , die beiden Seiten stehen also senkrecht aufeinander, bilden in C also einen rechten Winkel. 
b) Offenbar ist  |a| = sqrt( 22 +(-4)2 ) = sqrt(20)  = sqrt( (-4)2 + (-2)2 ) = |b|  also beide Schenkel des rechten Winkels gleichlang.

c) Damit ist auch die Fläche des Dreiecks einfach zu berechnen: 
F = |a|*|b| / 2 = √20*√20 / 2 = 10 FE 

Aufgabe 5:

Bestimmen Sie die Grenzwerte mit den Regeln von l'Hospital:

a) limx ( 0 (sin(x)*cos(x) – x) / (sinh(x)*cosh(x) – x) 
b) limx ( 0(ex – e-x – 2x - x3/3) / (sin(x) - x + x3/6)
c) limx ( 0 (1 - x)1/x
d) limx ( 0 (1/sin(x)  -  1/sinh(x))
Lösung:
a) limx ( 0 (sin(x)*cos(x) – x) / (sinh(x)*cosh(x) – x) = “0/0” = 
limx ( 0 
(cos(x)*cos(x) + sin(x)*(-sin(x)) – 1) / 

    

(sinh(x)*sinh(x) +cosh(x)*cosh(x)  – 1) = 
limx ( 0 (cos2(x) – sin2(x) – 1) / (sinh2(x) +cosh2(x) – 1) = “0/0” = 
limx ( 0 
(2cos(x)*(-sin(x)) – 2sin(x)*cos(x)) / 

(2sinh(x)*cosh(x) +2cosh(x)*sinh(x)) = 
limx ( 0 (-4sin(x)*cos(x)) / (4sinh(x)*cosh(x)) = 
limx ( 0 (-sin(x)*cos(x)) / (sinh(x)*cosh(x)) = “0/0” =
limx ( 0 (-cos(x)*cos(x) – sin(x)*(-sin(x)) / 

(cosh(x)*cosh(x)+ sinh(x)*sinh(x)) = (-1*1 - 0*0)/(1*1 + 0*0) = -1
b) limx ( 0(ex – e-x – 2x - x3/3) / (sin(x) - x + x3/6) = “0/0” =
limx ( 0(ex + e-x – 2 - x2) / (cos(x) - 1 + x2/2) = “0/0” = 

limx ( 0(ex - e-x – 2x) / (-sin(x) + x) = “0/0” = 

limx ( 0(ex + e-x – 2) / (-cos(x) + 1) = “0/0” = 

limx ( 0(ex - e-x) / sin(x) = “0/0” = limx ( 0(ex + e-x) / cos(x) = (1+1)/1 = 2
c) limx ( 0 (1 - x)1/x = „1∞“ (  umformen:

 limx ( 0 (1 - x)1/x = limx ( 0 exp(1/x*ln(1 - x)) = exp( limx ( 0 (1/x*ln(1 - x))
wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion  exp(x)  . Und weiter:

limx ( 0 (ln(1 - x)/x) = „0/0“ = limx ( 0 (-1/(1-x)) / 1 = -1/1 = -1  ,  also:

limx ( 0 (1 - x)1/x = exp( limx ( 0 (1/x*ln(1 - x)) = exp(-1) = 1/e
d) limx ( 0 (1/sin(x)  -  1/sinh(x)) = „( ∞ - ∞ )“ ( umformen:
limx ( 0 (1/sin(x) - 1/sinh(x)) = limx ( 0 (sinh(x) - sin(x))/(sin(x)*sinh(x)) = “0/0” = limx ( 0 (cosh(x) - cos(x))/(cos(x)*sinh(x) + sin(x)*cosh(x)) = “0/0” =
limx ( 0 (sinh(x) + sin(x))/
(-sin(x)*sinh(x) + cos(x)*cosh(x) + cos(x)*cosh(x) + sin(x)*sinh(x)) = 
(0 + 0)/(0*0 + 1*1 + 1*1 + 0*0)” = 0/2 = 0
Aufgabe 6:

Unter eine Dachschräge soll ein Schrank mit rechteckigem Querschnitt eingebaut werden, der die Schräge, zusammen mit einer Blende darüber, genau verdeckt.. Wie hoch ist der Schrank zu wählen (Höhe h), damit der Querschnitt (also auch das Volumen des Schrankes) maximal wird ?
(In den unten Skizzen sind zwei mögliche Varianten für den Schrankquerschnitt jeweils schraffiert eingezeichnet )
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Hinweis: Tiefe und Höhe des Schrankes stehen in einem linearen funktionalen Zusammenhang, den man leicht erkennt, wenn man ein Koordinatensystem (wie rechts angedeutet) zugrunde legt
Lösung:
Wie der (linken) Zeichnung zu entnehmen ist, bewegt sich die Ecke des Schrankes, die die Schräge berührt, längs einer Geraden  g :  y = 2.5 – 2.5 x

Jeder Punkt  (x,y)  mit 0 ≤ x ≤ 1  stellt eine mögliche Kombination für den Schrank dar  mit  h = y  und   t = x  (als Tiefe des Schrankes).

Wer will findet diese Beziehung auch einfach aus der Zeichnung mit Hilfe des  Strahlensatzes:  2.5-h : 2.5  = t : 1   (  h = 2.5 – 2.5t
Das Optimum des Querschnitts   Q= h*t = (2.5 -2.5t)*t = Q(t) ergibt sich nun als Lösung der Extremalaufgabe   Q(t) = max ! :

Q’(t) = - 5t + 2.5 = 0  liefert  t = ½   und  Q’’(½) = - 5 < 0  zeigt ein (lokales) Maximum an. Mit dem zugehörigen Wert  h = y(t) = 2.5 -2.5*1/2 = 1.25  findet man   Qmax = h*t = 1.25*0.5 = 0.625 m2   Daran ändern auch die Randwerte Q(0) = Q(1) = 0  nichts. (Lokales Maximum ist auch gleichzeitig ein globales Maximum)
