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Aufgabe 1:

Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion:

  
A(n):

i=6(n+5 i = n*(n+11)/2     ,   n=1,2,3,...

Lösung:

A(1):  l.S.: (6i=6 i = 6   ,  r.S.: 1*(1+11)/2 = 12/2 = 6  , 

also  l.S = r. S.  und der Induktionsanfang ist gemacht!

Induktionsschritt A(n) --- > A(n+1):

(n+1+5i=6 i = (n+5i=6 (4i -3)   +  n+1 + 5 =(nach A(n)) = 

n*(n+11)/2  +  n + 6  = ½(n2 + 11n + 2n + 12)  = ½(n2 + 13n + 12)  =   
½(n +1)*(n + 12)= (n + 1)*(n + 1 +11)/2    : A(n+1)

Aufgabe 2: 

a) Bestimmen Sie für das lineare Gleichungssystem (LGS)  :

 
   x   +   y   -     z   =  0

 
- ax           + 2az   =  4

 
  3x  + ay   -   4z   =  k
die Determinante der Koeffizientenmatrix in Abhängigkeit von a .

b) Für welche  a  ist das LGS  nicht eindeutig lösbar ?

c) Für welche Kombination von a und k ergeben sich unendlich viele Lösungen ?

Lösung:

a) mit Hilfe von Gauß-Schritten ergibt sich:
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Aus dem Produkt der Diagonalelemente erhält man  det(A) = a*(2-a) 

und damit die Lösung für b) :  det(A) = a*(2-a) = 0  für  a = 0  oder  a = 2. 

In diesen Fällen ergeben sich also unendlich viele oder keine Lösungen.

Für a = 0  ist die mittlere Zeile widersprüchlich:

0x + 0y + 0z = 4  , das LGS ist in diesem Fall  unlösbar!

c) Damit keine widersprüchliche Gleichung vorliegt, findet man aus der Zeile :


 0
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|
 k – 4*(a-3)/a
für a = 2  (nach a) oder b))   die Bedingung    k – 4*(2-3)/2 = 0  , also  k = -2  !  Nur in diesem Fall (  a =2 , k = -2)  liegen demnach unendlich viele Lösungen vor. 

Alternativ:

a) erhält man mit Sarrus:

	det (A ) =
	|
	1
	1
	-1
	|
	 = 1*0*(-4)4 + 1*2a*3 +

     ( -1)*(-a)*a  – (-1)*0*3 – 

     1*(-a)*(-4) – 1*2a*a 
 = 2a – a2 = a*(2 - a)

	
	
	-a
	0
	2a
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b)  Die Eindeutigkeit geht verloren, wenn   det(A) = a*(2 – a) = 0  ist , 
      also  für  a = 0   und   a = 2

c) Im Fall  a = 0 erhält man das unlösbare LGS:


   x   +  y  +    -z  =  0

 
                       0  =  4

 
  3x  +          -4z  =  k
Das Gleichungssystem reduziert sich im Fall  a = 2  auf:


   x   +  y  +    -z  =  0

 
- 2x          +   4z  =  4

 
  3x  +  2y +  -4z  =  k
mit der Lösung:
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Die letzte Gleichung ist nur lösbar für   k + 2 = 0 , also  k = -2  .

In diesem Fall liefern die beiden oberen Gleichungen für   z = t  , 
2y = 4 –2 t  , also  y = 2 – t  und  x = t – (2 - t)  , also  x = 2t –2 .

Zusammengefaßt:    (x,y,z) = (-2,2,0) + t*(2,-1,1)

Aufgabe 3:

a) Schätzen Sie mit Hilfe eines Interpolationspolynoms  den Funktionswert  f(0) auf Grund der Daten:

 
x1 = -1, f(x1) = 9      , 
x2= 1, f(x2) = 1     , 
x3= 2, f(x3) = 3

b) Wie verändert sich der Wert für   f(0)  , wenn noch der Punkt  
x4 =  - 2, f(x4) = 13   zur Interpolation mit dazu genommen wird ?

Lösung:

 Mittels des Newtonschen Steigungsschema:

	x
	y
	Steigung 1.Stufe
	Steigung 2.Stufe
	Steigung 3.Stufe

	-1
	9
	
	
	

	
	
	(9-1)/((-1)-1) = -8/2 = - 4
	
	

	1
	1
	
	(-4-2)/(-1-2)) = -6/-3 = 2
	----------------------

	
	
	(1-3)/(1-2) = -2/-1 = 2
	------------------------------
	(2-3/2)/(-1-(-2))=1/2

	2
	3
	-------------------------------------
	(2 -(-5/2)))/(1-(-2))=(9/2)/3=3/2
	

	---
	---
	(3-13)/(2-(-2))= -10/4 = -5/2
	
	

	-2
	13
	
	
	


a) p2(x) = 9 + -4*(x-(-1)) + 2*(x+1)*(x-1) = 29 –4x –4 + 2x2 –2 =  3 – 4x + 2x2 Somit erhält man als Interpolationswert  f(0) (  p2(0) = 3 . 
b) p3(x) = p2(x) + 1/2*(x+1)*(x-1)*(x-2)= 3 – 4x + 2x2 + ½(x3 –2x2 – x + 2))= 
 1/2x3 + x2 – 9/2x + 4  .

Als Interpolationswert  erhält man nunmehr:   f(0) (  p3(0) = 4

Aufgabe 4:

Gegeben sind die beiden Geraden:

 g:     OX = OP + r*(2,1,0)T      
mit
 
OP = (2,3,2)T 

und 

 h:     OX = OQ + s*(2,2,1)T  

mit 

OQ = (3,4,1)T
a) Zeigen Sie, daß die Geraden windschief sind und 

b) bestimmen Sie deren Abstand.

Lösung:

a) Weil aus:  a*(2,1,0) + b*(2,2,1) = (0,0,0)    zwingend b = 0  und  a = 0 folgt, sind die beiden Richtungsvektoren der Geraden linear unabhängig. Entweder schneiden sich daher die beiden Geraden oder sie sind windschief.
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b) Der Vektor  n = (1,-2,2)   ist das Kreuzprodukt   (2,1,0)x(2,2,1) = (1,-2,2) und steht somit senkrecht auf den beiden Richtungsvektoren. Seine Länge (Norm)  ist durch  ||n|| =  (12 + (-2)2 + 22  =  (9  = 3 gegeben. 
Der Betrag der senkrechten Projektion des Verbindungsvektors   PQ   auf den normierten Vektor  n   liefert den Abstand   d  der beiden Geraden:

PQ = OQ – OP = (3,4,1)T - (2,3,2)T = (1,1,-1)T
     PQ(n/||n|| = (1,1,-1)T((1,-2,2)T / 3 = (1 + -2 + -2)/3 = -3/3 = -1.

  Damit ergibt der Abstand zu:    d = | PQ(n/||n|| | = 1
Aufgabe 5:

Aus der Gleichung     g = 4(2*l / T2     mit der Schwingungsdauer   T  eines mathematischen Pendels soll die Erdbeschleunigung  g  experimentell ermittelt werden. Dabei ist die Länge  l  des Pendels mit   l0 = 0,996 [m]  fest gegeben. Aus 10 Zeitmessversuchen ergibt sich statistisch ein  Mittelwert  T0 = 2,002 [s]  und ein mittlerer Fehler von  dT = ( 0,0016 [s] .  Bestimmen Sie daraus die (mittlere) Erdbeschleunigung (am Experimentort), sowie  und deren absoluten und relativen Fehler.

Hinweis: Rechnen Sie mit (wenigstens) 4 Stellen nach dem Komma.

Lösung:

Die mittlere Erdbeschleunigung ist  g0 =  4(2*l0 / T02 = 
4*3,14162*0,996/2,0022 [m/s2] = 4*9,8696*0,996/4,008 [m/s2] = 9,8105 [m/s2].

Mit   g = g(T) =   4(2*l / T2     ergibt sich   g‘(T)  = - 8(2*l / T3
Also  dg =  g‘(T)|0*dT = (- 8(2*l0 / T03)*dT = ( 9,8007*0,0016 [m/s2] = 
(0,01568 [m/s2]  und der absolute Fehler liegt bei   |dg| = 0,0157 [m/s2] .

Der relative Fehler   | dg/g0 | = 0,0157 / 9,8105 = 0,0016 = 1,6 ‰  bewegt sich also im Promille-Bereich.

Aufgabe 6:

Die Funktion   f(x)  = 0,03x3 - 7,65x2 + 630x   beschreibt für  x([0,120] näherungsweise die Anzahl der Zuschauer, die sich x Minuten nach Einlass (90 Minuten vor Spielbeginn) in einem Fußballstadion befinden. Laut der Funktion wären z.B. nach x = 60 Minuten (30 Minuten vor Spielbeginn)  f(60)=16740  Zuschauer im Stadion, 30 Minuten nach Spielbeginn dann schon  a)  f(120) = ???

b) Bestimmen das (relative und das absolute) Maximum der Funktion  f   ! 

Hinweis: Benutzen Sie zur Auswertung der Funktion das Hornerschema.
Lösung:

Die Auswertung der Funktion geht am besten mit dem Hornerschema und liefert auch ohne Taschenrechner noch brauchbare Ergebnisse:

	
	0,03
	-7,65
	630
	0

	60
	
	1,80
	-351
	16740

	
	0,03
	-5,85
	279
	f(60) =16740


Und damit auch  a):

	
	0,03
	-7,65
	630
	0

	120
	
	3,60
	-486
	17280

	
	0,03
	-4,05
	144
	f(120) =17280


b) Die Ableitung der Funktion  f(x) = f(x)  = 0,03x3 - 7,65x2 + 630x    ist gegeben durch  f‘(x) = 0,09x2 – 15,3x +630  . Deren Nullstellen ermittelt man mit Hilfe der Auflösungsformel:

x1,2 = (15,3 ( ((15,3)2 – 4*0,09*630 )/2*0,09 = (15,3 ((234,09 – 226,8)/0,18 (15,3 ((7,29)/0,18 (15,3 ( 2,7)/0,18 = 18/0,18(12,6/0,18  = 100(70

Die zweite Ableitung  f‘‘(x) = 0,18x –15,3   gibt Aufschluß über die Art der Extrema:   f‘‘(100) = 18 – 15,3 = 2,7 > 0   x1 = 100 ist also ein Minimum !

f‘‘(70) = 12,6 –15,3 = -2,7 < 0  x2 = 70  ist also ein (lokales) Maximum !!

Der zugehörige Funktionswert ergibt sich wieder mit dem Hornerschema:

	
	0,03
	-7,65
	630,0
	0

	70
	
	2,10
	-388,5
	16905

	
	0,03
	-5,55
	241,5
	f(70) =16905


Ein Vergleich mit   f(120)   zeigt, daß das relative Maximum kleiner als der Wert der Funktion am Rand ist.  f(120) = 17280  ist also das absolute Maximum, f(70) = 16905 (nur) das relative (oder: lokale)  Maximum.

