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Aufgabe 1: 

Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion:

(nk=1  k3 = 1 + 8 + 27 + …+ n3 = n2*(n+1)2/4
Lösung: 

Induktionsanfang für n=1:
linke Seite:

(1k=1 k3 = 1  ,
rechte Seite:
12(1+1)2/4 = [1*4]/4 = 1
Also   linke Seite = rechte Seite !

Induktionsschritt: 
(zu zeigen ist A(n+1):  (n+1k=1 k3 = (n+1)2*(n+2)2/4

(n+1k=1 k3 = (nk=1 k3 + (n+1)3 = 
n2*(n+1)2/4 + (n+1)3 = (n+1)2*[(n2/4+(n+1)] = 
(n+1)2/4 *[(n2+4(n+1)] = (n+1)2/4 *[(n2 + 4n + 4)] =

= (n+1)2/4[/[(n+2)2] = (n+1)2*(n+2)2/4
Aufgabe 2: 

a) Lösen Sie das lineare Gleichungssystem

     x  + 2y  +    z  =  0
 
         + 3y +     z  =  0
 
  - 2x   -  y  + k*z  = - 9
b) Für welches  k  ist die Lösung nicht mehr eindeutig ?
Lösung: 

a)
 1*x +   2*y + 1*z =  0

I

 0*x +   3*y + 1*z =  0

II

-2*x + -1*y + k*z = -9

III
Mit Gaußschritten erhält man nacheinander:

  
 1*x + 2*y +       1*z =  0

I’   = I

 0*x + 3*y +       1*z =  0

II’  = II

 0*x + 3*y + (k+2)*z = -9

III’ = III + 2*I
bzw

 
 1*x + 2*y +       1*z =  0

I’’   = I’          = I

 0*x + 3*y +       1*z =  0

II’’  = II’         = II

 0*x + 0*y + (k+1)*z = -9

III’’ = III’ – II’ = III +2*I - II
Das System ist offenbar für  k+1 = 0  , also  k = -1  nicht lösbar  
( 0 ≠ -9 !)
Durch Aufrechnen  für  k ≠ -1 ergibt sich:  z = -9/(k+1),  
3y = -z = 9/(k+1)  ,  also  y= 3/(k+1))  und  
x = -2y –z = -6/(k+1) + 9/(k+1) = 3/(k+1)

	det A = |
	  1   2  1
	| = 3k + -4 –(-6) –(-1) = 3k + 3

	
	  0   3  1
	

	
	 -2 -1   k
	


b) Die Determinante der Ausgangsmatrix nach Sarrus ist:

Auch die Umformung nach Gauß (unter a) liefern für das Produkt der Hauptdiagonale  det A = 1*3*(k+1) = 3k +3.

Sie „verschwindet“  (det A = 0 ) für k = -1 .  Das LGS ist dann nicht mehr eindeutig lösbar ( unlösbar,  wie gesehen, für die gegebene rechte Seite)

Aufgabe 3: 

Schiff B steht um 9 Uhr 100(See-)Meilen östlich von Schiff A und bewegt sich genau nach Westen mit einer Geschwindigkeit von 12 Knoten (Seemeilen pro Stunde). Schiff A fährt einen südlichen Kurs mit 16 Knoten. Wann ist die Distanz d der beiden Schiffe am geringsten ?

[image: image1.png]



Hinweis: Mit d ist auch d2 minimal!
Lösung:   t  Stunden nach 9 Uhr ist Schiff  B  um  t*12 SM  nach Westen  auf die ursprüngliche Position von Schiff  A  zugefahren und ist davon 100 – 12t  SM entfernt.

Schiff  A ist derweil  t*16 SM  weiter südlich von seiner Position um 
9 Uhr. Die Skizze zeigt, dass die Entfernung  d  dann der Bedingung d2(t) = (100 – 12t)2 + (16t)2  genügen muss. 

Das (lokale) Minimum von  d2  und damit auch von  d  erhält man aus der Gleichung   d(d2(t)) / dt  = 0  

Es gilt:  d(d2(t)) / dt  = d2(t) = 2(100 – 12t)*(-12) + 2(16t)*16  = 0 , also:

-1200 + 144t + 256t = -1200 +400t = 0   oder  t = 1200/400 = 3
Da die zweite Ableitung  d2(d2(t))/dt2 = 400 > 0 ist,  handelt es sich wirklich um ein Minimum.

Somit haben die Schiffe  3 Stunden später, um 12 Uhr , die Position mit der geringsten Distanz erreicht. 
Diese ist  d(3) =  sqrt [ (100 – 12*3)2 + (16*3)2 ] = sqrt [ 642 + 482 ] = sqrt [ 4096 +2304 ] = sqrt [ 6400 ] = sqrt [ 802 ] = 80 SM
Aufgabe 4: 

a) Berechnen Sie mit Hilfe der Newtonschen Steigungen das Interpolationspolynom durch die Punkte  A(0|-2), B(1|0)  und C(2|4) .
b) Was ändert sich, wenn das Interpolationspolynom auch noch durch den Punkt  D(-1|4) gehen soll ?
Lösung: 

	x
	y
	Steigung 1.Stufe
	Steigung 2.Stufe
	Steigung 3.Stufe

	0
	-2
	
	
	

	
	
	(0-(-2))/(1-0) = 2/1 = 2
	
	

	1
	0
	
	 (4-2)/(2-0) = 2/2 = 1
	----------------------

	
	
	(4-0)/(2-1) = 4/1 = 4
	---------------------------------
	(2-1)/(-1-0) = -1

	2
	4
	----------------------------
	(0-4))/(-1-1) = -4/-2= 2
	

	---
	---
	(4-4)/(-1-2) = 0/-3 = 0
	
	

	-1
	4
	
	
	


a) p1(x) = -2 + 2*(x-0) + 1*(x-0)*(x-1) = -2 + 2x + x2 -x = x2 + x - 2
b) p2(x) = p1(x) + (-1)*(x-0)*(x-1)*(x-2) = x2 + x - 2 – (x3 - 3x2 + 2x) = 
 
    =  – x3 + 4x2 – x -2
Aufgabe 5: 

Gegeben sind die beiden Ebenen   
E1 : 
(x,y,z) = (3,2,-1) + r*(4,1,-1) + s*( -4,1,3)  mit  r,s ( IR
und 
E2 :
x  - 2y + 2z = 3   


a) Zeigen Sie , dass die Ebenen parallel sind.

b) Bestimmen Sie den Abstand der Ebenen. 

Lösung: 

a) Ein Normalenvektor der Ebene  E1  ergibt sich aus dem Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren: 

 nE1 = (4,1,-1) x (-4,1,3) = (1*3 – (-1)*1,(-4)*(-1) – 4*3,4*1 – (-4)*1) = 
 nE1 = (4,-8,8) = 4*(1,-2,2) = 4*nE2
Da die beiden Normalen also kollinear sind, sind die Ebenen parallel ! 
b) Bildet man in der Punkt-Richtungsform der Ebene  E1  das Skalarprodukt mit dem gefundenen Normalenvektor  nE1, so erhält die Darstellung der Ebene  E1  in der Koordinatenform:

(4,-8,8) ( (x,y,z) = (4,-8,8) ( [(3,2,-1) + r*(4,1,-1) + s*( -4,1,3) ]   liefert
4x -8y +8z = 12 -16 -8 + 0 + 0 = - 12

Mit  || nE2 || = ( (12 + (-2)2 + 22 )  = (9 = 3   und  
|| nE1 ||  = 4*|| nE2 || = 4*3 = 12  
erhält man die Hesse-Normalformen:
E1:   1/3*x - 2/3*y + 2/3z = - 1 
und
E2:   1/3*x - 2/3*y + 2/3z =   1 
Der Abstand zum Ursprung ist dabei jeweils durch die rechten Seiten  
dE1 = -1   und dE2 = 1  gegeben, deren Differenz  1 – (-1)  = 2  liefert also der Abstand der Ebenen.

Alternativ dazu findet man den Abstand auch, indem man nach Wahl eines beliebigen (Auf-)Punktes der Ebene E2 ,  z.B.  (3,1,1),   einen Verbindungsvektor  (3,1,1) – (3,2,-1) = (0,-1,2)   zwischen beiden Ebenen mit Hilfe des Skalarprodukts auf den gemeinsamen normierten Normalenvektor projiziert :
(0,-1,2)((1/3,-2/3,2/3) = 0*1/3+(-1)*(-2/3)+2*2/3 = 2/3 + 4/3 = 6/3 = 2
Aufgabe 6A: 

Berechnen Sie die Überlagerung der beiden harmonischen Schwingungen:
f1(t) = 3cos(3t)  
und f2(t) = 4sin(3t+π/4)

Lösung: 

Schreibt man den Sinus als verschobenen Cosinus, so erhält man für f2(t) = 4sin(3t + π/4) = 4cos(3t + π/4 - π/2)) = 4cos(3t - π/4)  und man kann die beiden Funktionen auffassen als Realteile der beiden komplexen Funktionen:

^f1(t) = 3[cos(3t) + i*sin(3t)] = 3*ei*3t  
und 
^f2(t) = 4[cos(3t - π/4) + i*sin(3t - π/4)] = 4*ei*(3t - π/4)
Die überlagerte Schwingung ergibt sich dann als Realteil der Summe der beiden komplexen Funktionen  

^f1(t) + ^f2(t)  = 3*ei*3t   + 4*ei*(3t - π/4) = ei*3t[ 3 + 4*ei*(- π/4) ]

Auswerten der Klammer  [ … ] liefert:

 [ 3 + 4*ei*(- π/4) ] = [ 3 + 4*(cos(- π/4) + i*sin(- π/4)) ] = 

[ 3 + 4*1/2√2 + 4*i*(-1/2√2) ] = [3 + 2√2  - 2√2*i ] =: z

Zur Bestimmung der Exponentialform dieser komplexen Zahl  z  benötigt man den Betrag  |z| =  sqrt( (3 + 2√2)2 + (2√2)2 ) = 
sqrt( 9 + 12√2 + 8  +  8 ) = sqrt (41,97) ≈ 6,478  und den Winkel  φ   aus der Beziehung tan(φ) = Im(z)/Re(z) = - 2√2 / (3 + 2√2) = 
- 2,828427 / 5,828427 = - 0,48528  also  φ = - 25,8864˚  oder
- 0,4518 im Bogenmaß.  Insgesamt erhält man also:

^f1(t) + ^f2(t)  = 3*ei*3t   + 4*ei*(3t- π/4) = ei*3t[ 6,478*ei*(- 0,4518) ]  

mit dem Realteil:  Re( ^f1(t) + ^f2(t) ) = 6,478*cos(3t – 0,4518)

Analog erhält man für den Cosinus  f1(t) = 3cos(3t) = 3sin(3t + π/2))  und man kann die beiden Funktionen auffassen als Imaginärteile der beiden komplexen Funktionen:

^f1(t) = 3[cos(3t + π/2) + i*sin(3t + π/2)] = 3*ei*(3t + π/2)  
und 
^f2(t) = 4[cos(3t + π/4) + i*sin(3t + π/4)] = 4*ei*(3t + π/4)
Die überlagerte Schwingung ergibt sich dann als Imaginärteil der Summe der beiden komplexen Funktionen  

^f1(t) + ^f2(t)  = 3*ei*(3t + π/2)  + 4*ei*(3t + π/4) = ei*3t[ 3*ei*(+π/2)  + 4*ei*(+π/4) ]

Wieder Auswerten der Klammer  [ … ] liefert:

 [ … ] = [ 3*(cos(π/2) + i*sin(π/2))  + 4*(cos(π/4) + i*sin(π/4)) ] = 

[ 3*0 + 3*i*1 + 4*1/2√2 + 4*i*1/2√2) ] = [2√2  + (3 + 2√2)*i ] =: z

Zur Bestimmung der Exponentialform dieser komplexen Zahl  z  benötigt man den Betrag  |z| =  sqrt( ((2√2)2 + 3 + 2√2)2) = 
sqrt( 8 + 9 + 12√2 + 8 ) = sqrt (41,97) ≈ 6,478  und den Winkel  φ   aus der Beziehung tan(φ) = Im(z)/Re(z) = (3 + 2√2) / 2√2 = 
5,828427 / 2,828427 = 2,0607  mit  φ = 64,11˚  oder  
1,119 im Bogenmaß.  Insgesamt erhält man also:

^f1(t) + ^f2(t)  = 3*ei*(3t + π/2)  + 4*ei*(3t + π/4) = ei*3t[ [ 6,478*ei*1,119) ]  

mit dem Imaginärteil:  Im( ^f1(t) + ^f2(t) ) = 6,478*sin(3t + 1,119)

Wegen 6,478*sin(3t + 1,119) = 6,478*cos(3t + 1,119 - π/2) = 6,478*cos(3t + 1,119 – 1,5708) = 6,478*cos(3t + 1,119 – 0,4518)  stimmen beide Ergebnisse (natürlich) überein.

Aufgabe 6B: 

Berechnen Sie mit Hilfe des Differentials  dy  für die Funktion  
y(x) = 3√x   näherungsweise den Wert für f(124) . Gehen Sie dabei von x0 = 125 aus und betrachten Sie die Änderung längs der Tangente für  dx = -1 . 
Lösung: 

Die Ableitung der Funktion  y(x) ist gegeben durch  
y’(x) = dy/dx = 1/3* x-2/3   und die Tangente  im Punkt x0 = 125 ist gegeben durch :

t(x) = y(x0) + y’(x0)*(x- x0) = 5 + 1/(3*25)* )*(x- x0)

Für die gesuchte Stelle x = 124 ergibt sich dann 
(als Wert auf der Tangente):

t(124) = 5 + 1/(3*25)* )*(124-125) = 5 -1/75 = 5 – 0,01333 = 4,98667
(Im Vergleich dazu der exakte Wert  3√124  = 4,986630…)
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6

