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Lösung der Aufgaben:

Aufgabe 1: 
a) Zeigen Sie durch vollständige Induktion, daß für x ≠ 1  die Funktion

fn(x) = ∑nk=0 xk =  1 + x + x2 + ...+ xn  durch  gn(x) = ( xn+1 - 1 ) / ( x - 1 )

dargestellt wird:

(☺) fn(x) = gn(x) 

für x ≠ 1, 
n є IN
b) Was liegt für die Funktion  gn(x)  bei  x = 1  vor? Kann ihr dort ein Grenzwert zugewiesen werden?
c) Gegen welche Funktion strebt  { gn(x) }nєIN und damit  { fn(x) }nєIN für  n→∞  im Intervall [0,1)

Lösung: 
a)(1) Induktionsanfang: Für  n=1  ergibt sich
f1(x) =  ∑1k=0 xk = 1 + x 

x ≠ 1: g1(x) = ( x2 - 1) / (x -1) = x + 1 = f1(x) !!!
(2) Induktionsannahme: Für  n  gilt die Behauptung: fn(x) = gn( x) .., x ≠ 1
(3) Induktionsschluß: Es ist zu zeigen, daß dann (☺) auch für  n+1  gilt:
 
fn+1(x) = ∑n+1k=0 xk =( xn+2 - 1 ) / ( x - 1 ) = gn+1(x) 
Es gilt:
∑n+1k=0 xk = ∑nk=0 xk  +  xn+1 = fn(x) + xn+1  = (☺) = ( xn+1 - 1 ) / ( x - 1 ) + xn+1  = 
( xn+1 - 1 + xn+2 - xn+1 ) / ( x - 1 ) = ( xn+2 - 1 )/ ( x - 1 )
b) Nenner von gn(x) ist 0  für   x - 1 = 0  , also  x = 1  ist Singularität mit der Vielfachheit 1. Zähler:   xn+1 -1 = 0  für  x = 1, also hebbare Singularität.
Grenzwert  limx→1gn(x) = limx→1(xn+1-1)/(x-1) = (l'Hospital) = limx→1 (n+1)xn/1 = n+1 = fn(1) !!!
c) limn→∞gn(x) = limn→∞ (xn+1-1)/(x-1) = (limn→∞xn+1-1)/(x-1) = (0-1)/(x-1) = 1/(1-x)   wegen limn→∞xn+1 = 0   für x є [0,1)

Aufgabe 2: a)Berechnen Sie das Interpolationspolynom kleinsten Grades durch die Wertepaare  A(-1,1), B(0,1), C(-2,3)  geht.  b) Wie ändert sich das Polynom, wenn es auch noch durch den Punkt D (2,/) gehen soll?

Lösung:
Das Schema zu Teil a) und den erweiterten Teil b) sieht so aus:
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Das Polynom kleinsten Grades durch  (-1,1), (0,1)  und  (-2,3)  lautet:
pa(x) = 1 + 0 (x-(-1)) + 1 (x-(-1))(x-0) = 1 + (x+1)x = 1 + x + x2  durch D(2,7)
(liegt auf pa!) ändert sich nichts:  pb(x) = pa(x) + 0 (x-(-1))(x-0)(x-(-2)) =pa(x)

Aufgabe 3: 
Das Polynom p(x) = x5+ 8x4+ 26x3+ 44x2+ 40x+ 16 hat die Nullstelle x0=-2
a) welche Vielfachheit hat diese Nullstelle ? (Hornerschema!)
b) Geben Sie  alle  reellen und komplexen Nullstellen des Polynoms an.

Lösung:
 a) Die Auswertung und Faktorzerlegung der Polynome  g(x)  und  h(x)  erfolgt am besten mittels des Horner-Schemas:
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x0 = -2  ist also dreifache Nullstelle.
b) es ist   p(x) = (x + 2)3 (x2 + 2x +2 )   nach  (
die restlichen Nullstellen sind also durch h(x) = (x2 + 2x +2 ) = 0 gegeben:
Nach der Formel ergibt sich:     x1,2 = -1 ± √ 1-2 = -1 ± i , 
x0 = -2, x1 = -1 + i , x2 = -1 - i  sind die einzigen Nullstellen von  p(x)  .

Aufgabe 4: Bestimmen Sie aus der komplexen Gleichung
13( 3 + 2i ) / ( 12 - 5i ) + ( 10 + 5i ) / ( 4 - 3i ) = ( -5 + 3i ) / z3
a) die linke Seite in algebraischer Normalform, dann
b) einen ebensolchen Ausdruck für   z3   und schließlich
c)  z  selbst in algebraischer  und  Exponentialform.

Lösung:
a) 13( 3 + 2i ) / ( 12 - 5i ) = [13( 3 + 2i )( 12 + 5i )] / [( 12 - 5i )( 12 + 5i )] = 13( 36 - 10 + 15i + 24i ) / 169 = 2 + 3i
( 10 + 5i ) / ( 4 - 3i ) = [( 10 + 5i )( 4 + 3i )] / [( 4 - 3i ) )( 4 + 3i )] = 
[ 40 - 15 + 20i +30i ] / 25 = 1 + 2i
also  linke Seite :  2 + 3i + 1 + 2i = 3 + 5i
b) 3 + 5i  = ( -5 + 3i ) / z3
z3 = ( -5 + 3i ) / (3 + 5i ) = [( -5 + 3i ) (3 - 5i )] / [(3 + 5i ) (3 - 5i )] = [ -15 + 15 + 9i + 25i ] / 34 = 34i / 34 = i 
c) z3 = i = 1 e½π i = 1 exp(½π i)

(
 z = 3√1 exp( i(½π  + k.2π )/3 ) = e(π/6 +2kπ/3) i

, k =0,1,2
z1 = e(π/6) i = exp(π/6i) = cos(π/6) + i sin(π/6) = ½√3 + ½ i ,
z2 = e(5π/6) i  = exp(π/6 +2π /3)i) = cos(5π/6) + i sin(5π/6) = -½√3 + ½ i ,
z3 = e(3π/2) i = exp(π/6 +4π /3)i) = cos(9π/6) + i sin(9π/6) = 0 + (-1) i = - i

Aufgabe 5: Bilden Sie die erste Ableitung von 
a) f(x) = (e2)ln(x+1)



b) g(x) = arctan( sinh(x) )
Bestimmen Sie den Grenzwert   lim x → 0   von
c) r(x) = ( 1/x - 1/sin(x) )

d) s(x) = (tan(x) - x) / (x(1-cos(x))
Lösung:
a) f(x) = (e2)ln(x+1) = (eln(x+1))2 = (x + 1)2, also  f '(x) = 2(x+1)
oder:   f(x) = aln(x+1) = eln(a) ln(x+1)  mit   a = e2 = eln(a)  also   ln(a) = 2   und 
f '(x) = e2ln(x+1) .2 .1/(x+1) = exp(ln(x+1)2).2/(x+1) = (x+1)2).2/(x+1) = 2(x+1)
b) Mit [ arctan(z) ] ' = 1/(1+z2) , [ sinh(x) ] ' = cosh(x)   und der Kettenregel:
 folgt g '(x) = 1 / (1+ (sinh(x))2 ) . cosh(x) = 1 / cosh(x)2). cosh(x) = 1/cosh(x)
c) limx→0 r(x) = limx→0 ( 1/x - 1/sin(x) ) = limx→0 (sin(x)-x)/(x.sin(x)) = "0/0" =
limx→0 (cos(x) -1)/( x.cos(x) +sin(x) ) = "0/0" = 
 limx→0 (-sin(x)) / (cos(x)-sin(x)+cos(x)) = 0/2 = 0
d) limx→0 s(x) = limx→0 ( tan(x) - x ) / ( x(1 - cos(x) ) ) = "0/0" = 
limx→0 ( 1 + tan2(x) -1 ) / ( 1 - cos(x) + x sin(x) )) = "0/0" = 
limx→0 ( 2 tan(x)(1 + tan2(x) ) / ( sin(x) + sin(x) + x cos(x) ) = "0/0" = 
limx→0 ( 2(1+tan2(x)) + 6tan2(x)(1+tan2(x)) ) / ( 2cos(x) + cos(x) - x sin(x) ) = 
(2(1+0) + 6.0)/(2.1 + 1 -0) = 2/3
Aufgabe 6: Bestimmen Sie durch implizite Differentiation der Gleichung 
 
x sin(y(x)) + y(x) cos(x) = 1 

das Differential der Funktion y(x) im Punkt  (0,1)

Lösung:
 Implizite Differentiation liefert:
(x sin(y(x)) + y(x) cos(x) = 1) ' 
(
 x cos(y(x))y'(x) + sin(y(x)) + y'(x) cos(x) - y(x) sin(x) = 0 
(
y'(x)(x cos(y(x)) + cos(x)) = y(x) sin(x) -sin(y(x)) 
(0,1) eingesetzt:
y'(0)(0.cos(1) + cos(0)) = 1.sin(0) - sin(1) = y'(0).1 = 
y'(0) = - sin(1) = -0,841471
Für das Differential ergibt sich 

  dy = -sin(1) dx 
