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Aufgabe 1:

Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion:

Die Summe der ersten n ungeraden natürlichen Zahlen ist  n2  :

  

i=1∑n(2i-1) = 1 + 3 + 5 + .... + (2n-1) = n2
Lösung: 1.Induktionsanfang: Für  n = 1  ist 
   i=1∑1(2i-1) = 2*1-1 = 1 = 12  , die Behauptung (A1) ist also richtig.  

2. Induktionsschritt  ( aus A(n) folgt A(n+1) ):

 i=1∑n+1(2i-1) = i=1∑n(2i-1)  + (2(n+1)-1) = A(n) = n2 + 2n + 1 = (n+1)2
Dies ist aber gerade die Aussage A(n+1) für  n +1  .

Aufgabe 2: 

Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem (LGS) mit dem Parameter a :

 
- x   -  2y  +  3z  =   1

 
2x  +  ay   -  6z  = - 2

 

   y  +  2z  =   3

a) Bestimmen Sie die Determinante der Koeffizientenmatrix  in Abhängigkeit des Parameters  a  .

b) Für welche  a  ist das LGS stets eindeutig lösbar ?

c) Geben Sie die vollständige Lösungsmenge an für  a = 4 .

Lösung: a) mit Sarrus erhält man:

det (A ) =
|
-1
-2
3
|
= (-1)*a*2 + (-2)*(-6)*0 + 3*2*1
  - (-6)*1*(-1) - 3*a*0 - (-2)*2*2 
 = -2a + 6 - 6  + 8 = 8 - 2*a
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Auch der Entwicklungssatz ist anwendbar (nach der ersten Spalte):

det (A) = (-1) |
a
-6
| - 2*|
-2
3
| + 0*|
-2
3
| = 


1
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1
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1
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-1*(2a - (-6)) - 2*(-4 -3) = -2a - 6 - 2*(-7) = -2a - 6 + 14 = 8 - 2*a
b) Damit das lineare Gleichungssystem eindeutig lösbar ist für alle rechten Seiten, muß  A  invertierbar (, nicht singulär, regulär) sein, also vollen Rang oder linear unabhängige Zeilen (Spalten) haben. Dies gilt genau dann, wenn  det(A) ≠ 0  , also  8 - 2a ≠ 0  ist. 
Nur für  a = 4  ist  det(A) = 0 , somit gilt b) für alle  a ( IR \ {4}
c) Für  a = 4  ist das LGS unterbestimmt, weil die zweite Gleichung gerade das (-2)fache der ersten ist. Es verbleibt:


- x   -  2y  +  3z  =   1

 

   y  +  2z  =   3

Mit  z = s  ergibt sich  y =  3 - 2s  und  x  = -1 - 2(3-2s) + 3s = 7s -7 

Die Lösungsmenge lautet also:

L =
{(
x
) = (
-7
) + s*(
 7
)  ,  s ( IR }
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Aufgabe 3:

Lösen Sie die komplexe Gleichung   
2*e3πi/4  +  (i-3)*z3 = √2*(1+7i)  .

a) Geben Sie dazu zunächst   z3   
...
und

b) danach alle 3 Lösungen für  z  in der algebraischen Normalform an.

Lösung: Zunächst ist 
2*e3πi/4 =  
 2*(cos(3π/4) + i*sin(3π/4) ) = 2*(-½√2 + i*½√2) = -√2 + i√2 = √2(-1 + i)
Die Gleichung reduzert sich also auf:


 (i-3)*z3 = √2*(1+7i) - √2(-1 + i) = √2*(2+6i)

Division durch den Vorfaktor von  z3  und Erweitern mit dem konjugiert-komplexen Nenner ergibt:

z3 = √2*(2+6i)/(i-3) = √2*[(2+6i)*(-i-3)]/[(i-3)*(-i-3)] = √2*(-2i-6-6i2-18i)/(-i2+9) = 

√2*(-20i)/(10) = -2√2i

b) Es ist also   z3 = -2√2i =  2√2*e3πi/2 = √23*e(3π/2 + 2kπ)i   für k ganz . Daraus ergibt sich:   zk = √2*e i(3π/2 + 2kπ)/3  für k = 0,1,2   also  z0 = √2*e iπ/2 = √2i  ,

 z1 = √2*e i(π/2 + 2π/3) = √2*e i7π/6 = √2*(cos(7π/6) + i*sin(7π/6)) = 
 z1 = √2*(-√3/2 + i*(-1/2) ) = -√3/2 - √1/2i   und   z2 = √2*e i(π/2 + 4π)/3 = √2*e i11π/6 = √2*(cos(11π/6) + i*sin(11π/6)) = √2*(√3/2 + i*(-1/2) ) = √3/2 - √1/2i 

Aufgabe 4:

Gegeben sei die rationale Funktion  r(x) = (x3 - 4x2 + x + 6) / (x4 - 3x3 + 4x) .

a) Bestimmen Sie den Grenzwert  limx -->-1 r(x) . Ist die Funktion dort stetig ?

b) Bestimmen Sie die Nullstellen des Zähler- und Nennerpolynoms von r(x).

c) Geben Sie die Definitionslücken und Nullstellen der Funktion   r(x)   an  und begründen Sie welche Singularitäten hebbar, bzw. welche Pole sind.

Lösung: 

a)   limx -->-1 r(x) = limx -->-1 (x3 - 4x2 + x + 6) / (x4 - 3x3 + 4x) = "0/0" =
   = limx -->-1 (3x2 - 8x + 1) / (4x3 - 9x2 + 4) = 12/(-9) = - 4/3   nach L'Hospital !

b) Wie schon gesehen bei a), ist  x0 = -1  Nullstelle des Zähler- und des Nennerpolynoms. Abdividieren des Faktors  (x - x0) = (x +1)  mittels Hornerschema liefert im Zähler:
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 0   also das Restpolynom  x2 - 5x + 6  mit den Nullstellen:  x1,2 = 5/2 ± √(25/4 - 24/4)  = 5/2 ± 1/2 = 2 oder 3   
Das Zählerpolynom besitzt demnach die Faktorzerlegung: 
x3 - 4x2 + x + 6 = (x - x0)*(x - x1)*(x - x2) = (x + 1)*(x - 2)*(x - 3)

Analog geht man im Nenner vor (nachdem man den offensichtlichen Faktor  
 x = (x - 0) = (x - x3) ausgeklammert hat): 
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 0   mit dem Restpolynom  x2 - 4x + 4  und der doppelten Nullstelle:  x4,5 = 2 ± √(4 - 4) = 2 ± 0 = 2 = x1
Das Nennerpolynom besitzt demnach die Faktorzerlegung: 
x4 - 3x3 + 4x = (x - x0)*(x - x3)*(x - x1)2 = (x + 1)*x*(x - 2)2
c) Singularitäten (und damit auch Definitionslücken) sind die Nullstellen des Nenners:  x0 = -1  ,  x3 = 0  ,  x1 = 2  Davon ist (nur)  x0 = -1   hebbar (vergleiche a) ), da  x0  mit der gleichen Vielfachheit (1) im Nenner und im Zähler auftritt.  Dagegen sind x3 = 0  und  x1 = 2  Pole, ihre Vielfachheiten 
(1 und 2) sind jeweils im Nenner größer als im Zähler (0 und 1).  

Von den Nullstellen des Zählerpolynoms  x0 , x1 , x2  gehört nur  x2 = 3  zum Definitionsbereich, ist daher gleichzeitig (einzige) Nullstelle der Funktion  r(x).

Aufgabe 5:

Vorgelegt sei das ebene Dreieck  A(0,0) , B(8,- 4) , C(4,4). 

Die Mittelsenkrechten der Seiten  c = AB  bzw.  b = AC  schneiden sich im Mittelpunkt  M  des Umkreises des Dreiecks.  

Wie groß ist dessen Radius  r = AM ?  (Skizze !)

Lösung: 

[image: image1.png]



(alle Vektoren als Zeilen geschrieben) mit den Bezeichnungen: 
b = AC = (8,-4)  ,   Mb = (4,-2)  ,  nb = (2,4)  
und 


c = AB = (4,4)  ,   Mc = (2,2)  ,  nc = (1,-1)  ergibt sich für die beiden Mittelsenkrechten als Geraden: 
mb :  (x,y) = (4,-2)  + s*(2,4)  und  mc :  (x,y) = (2,2)  + t*(1,-1)  und daraus der Schnittpunkt:   M = mb ∩ mc : (4,-2)  + s*(2,4) = (2,2)  + t*(1,-1)  bzw.

s*(2,4) - t*(1,-1) = (2,2) - (4,-2) = (-2,4)   aus der Lösung des LGS:

2s   - t  = -2

4s  + t  =  4

6s
   =  2  ==> s = 1/3  ==>  M = (4,-2)  + 1/3*(2,4) = (14/3,-2/3)

r = |OM| = √(196/9 + 4/9) = √200/9 = 10/3*√2 ≈ 4,7

Aufgabe 6:

Bestimmen Sie unter allen Rechtecken mit Flächeninhalt  F = a*b = 36 cm2 dasjenige mit dem kleinsten Umfang  U = 2a  + 2b  .

Hinweis:  Eleminieren Sie die Rechteckseite  b  mit Hilfe der Nebenbedingung und suchen Sie dann das Minimum der Funktion  U(a) !

Lösung: 

F = 36 = a*b  ==>  b = 36/a   eingesetzt in 

U = 2a + 2b = 2a + 2*36/a = 2a + 72/a = U(a)

Für einen Extremalwert gilt dann:  dU/da = 2 - 72/a2 = 0   ,  also  a2 = 36  oder  a = 6 (negative Rechteckseitenlänge macht keinen Sinn).  Dabei handelt es sich um ein Minimum wegen    d2U/da2|a=6 = + 144/a3|a=6 = 144/63 = 2/3 > 0   

Wegen  b = 36/a  = 36/6 = 6 = a  ist das gesuchte Rechteck mit dem kleinsten Umfang gerade das passende Quadrat.

