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Aufgabe 1:

Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion:

  

i=1(n i*i! = (n+1)! - 1

Lösung: 1.Induktionsanfang: Für  n = 1  ist 
  i=1(1 i*i! = 1*1! = 1 = 2 - 1 = 2! - 1 , die Behauptung (A1) ist also richtig.  

2. Induktionsschritt  ( aus A(n) folgt A(n+1) ):

 i=1(n+1 i*i! = i=1(n i*i!   + (n+1)*(n+1)! = A(n) = (n+1)! - 1 + (n+1)*(n+1)!  = (n+1)!*(1 + n + 1) -1 = (n + 1)!*(n+2) -1 = (n+2)! -1

Dies ist aber gerade die Aussage A(n+1) für  n +1  .

Aufgabe 2: 

Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem (LGS) mit dem Parameter a :

 
   x          +  2z  =   1

 
 2x  +  y  +  az  =   0

 
-3x  - 2y  +  4z  =   1

a) Bestimmen Sie die Determinante der Koeffizientenmatrix  in Abhängigkeit des Parameters  a  .

b) Für welche  a  ist das LGS stets eindeutig lösbar ?

c) Geben Sie die vollständige Lösungsmenge an für  a = 1 .

Lösung: a) mit Sarrus erhält man:

	det (A ) =
	|
	1
	0
	2
	|
	= 1*1*4 + 0*a*(-3) + 2*2*(-2)
  - (-3)*1*2 – (-2)*a*1 - 4*2*0 
 = 4 -8 + 6 + 2a = 2 + 2*a

	
	
	2
	1
	a
	
	

	
	
	-3
	-2
	4
	
	


Auch der Entwicklungssatz ist anwendbar (nach der ersten Zeile):

	det (A) =     1 |
	 1
	a
	| - 0*|
	2
	a
	| + 2*|
	2
	1
	| = 

	
	-2
	 4
	
	-3
	4
	
	-3
	-2
	


 
 1*(4 + 2a )) + 2*(-4 + 3) = 4 + 2a  - 2 = 2 + 2*a
b) Damit das lineare Gleichungssystem eindeutig lösbar ist für alle rechten Seiten, muß  A  invertierbar (, nicht singulär, regulär) sein, also vollen Rang oder linear unabhängige Zeilen (Spalten) haben. Dies gilt genau dann, wenn  det(A) ( 0  , also  2 + 2a ( 0  ist. 
Nur für  a = -1  ist  det(A) = 0 , somit gilt b) für alle  a ( IR \ {-1}
c) Für  a = 1  ist das LGS eindeutig lösbar nach b). Mit Gauß erhält man:


   x          +  2z  =   1    ----+(-2)*  ----------+(+3)*

 
 2x  +  y  +  az  =   0   < --+                      |

 
-3x  - 2y  +  4z  =   1    < ---------------------+

 
   x          +       2z  =   1   

 
           y  + (a-4)z  =  -2   ---------------+(+2)*

 
      - 2y   +     10z  =   4   < ------------+


   x          +       2z  =   1   

 
           y  + (a-4)z  =  -2   

 
               (2a+2)z  =   0  

Wegen  2 + 2a ( 0  für  a=1  ist also  z = 0 , y = -2  und  x =1 , wie man leicht aufrechnet.

Aufgabe 3:

a)Bestimmen Sie das Polynom kleinsten Grades, das durch die Wertepaare  (-1,0), (1,1), (3,2)  geht, mittels Newtonscher Steigungen.
b) Welches Polynom ergibt sich, wenn Sie noch das Wertepaar  (0,2)  hinzu nehmen?

Lösung:
Das Schema zu Teil a) und den erweiterten Teil b) sieht so aus:


	x
	y
	Steigung 1.Stufe
	Steigung 2.Stufe
	Steigung 3.Stufe

	-1
	0
	
	
	

	
	
	(1-0)/(1+1) = 1/2
	
	

	1
	1
	
	(1/2-1/2)/(3+1) = 0
	--------------------------

	
	
	(2-1)/(3-1) = 1/2
	-------------------------
	(1/2-0)/(0+1) =1/2

	3
	2
	----------------------
	(0-1/2)/(0-1) = 1/2
	

	------
	--------
	(2-2)/(0-3) = 0
	
	

	0
	2
	
	
	


Das Polynom kleinsten Grades durch  (-1,0), (1,1)  und  (3,2)  lautet:
p2(x) = 0 + 1/2 (x+1) + 0 (x+1)(x-1) = ½*x+½  .. und noch durch  (0,2)  dazu:
p3(x) = 0 + 1/2 (x+1) + 0 (x+1)(x-1) + 1/2 (x+1)(x-1)(x-3) = 1/2*x3-3/2*x2+2
Aufgabe 4:

Gegeben sei die rationale Funktion  r(x) = (x3 - 6x2 + 11x - 6) / (x2 - 6x + 8) .

a) Bestimmen Sie alle Definitionslücken.

b) Welche Singularität ist hebbar ?  Welcher Grenzwert setzt die Funktion an dieser Stelle stetig fort ? 

c) Geben Sie die  Nullstellen der Funktion   r(x)   an .

Lösung: 

a)  Die Definitionslücken (Singularitäten) sind genau die Nullstellen des Nennerpolynoms:  x2 - 6x + 8 = 0   x1,2 = 6/2 ± ((9 -8)  = 3 ± 1   x1 = 2, x2 = 4 

Also  D = IR \ {2,4}
b) Eine Nullstelle des Nenners ist nur dann hebbar, wenn sie auch Nullstelle des Zählers ist, wir probieren daher  x1 = 2  und  x2 = 4  im Zähler mit Horner:
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 also ist  x1 = 2  auch Nullstelle des Zählers,  x2 = 4  dagegen keine. 
Die Funktion r(x) reduziert sich nach Kürzen des gemeinsamen Faktors 
(x – 2)  in Zähler und Nenner auf die Restfunktion  r*(x) = (x2 - 4x + 3)/(x-4) mit dem problemlosen Grenzwert:   lim x(2 r*(x) = (4 -8+3)/(2-4) = 1/2 

c)   (x2 - 4x + 3)  zerlegt sich weiter in   (x - 1)*(x - 3)  wie man durch die Mitternachtsformel  oder nach Vieta  feststellt. Diese restlichen Nullstellen des Zählerpolynoms   x3 = 1  , x4 = 3   sind dann auch gleich die Nullstellen der Gesamtfunktion r(x).

Aufgabe 5:

Bestimmen Sie die Grenzwerte mit den Regeln von l'Hospital:

a) limx ( 0 tan(x)*ln(x) 
b) limx ( 0( 8x - 2x ) / ( 2x )

c) limx ( (/2( cos(x) )(x-(/2)
d) limx ( 0 .x(( 1 + sinh(x) ) 

Lösung: 
a) limx ( 0 tan(x)*ln(x) = "0*(-()" = limx ( 0 ln(x)/cot(x) = "(-()/(" =
limx ( 0(Ableitung des Zählers) / (Ableitung des Nenners) =
limx ( 0(1/x)/(-1/sin2(x)) = limx ( 0 -sin2(x)/x = "0/0"= limx ( 0 -2sin(x)*cos(x)/1 = 0
b) ) limx ( 0( 8x - 2x ) / ( 2x ) = "0/0" = limx ( 0 (ln(8)*8x – ln(2)*2x)/2 = limx ( 0 (ln(8) – ln(2))/2 = (3ln(2) – ln(2))/2  = ln(2) = 0.69314718
c) limx ( (/2( cos(x) )(x-(/2) = "00" = limx ( (/2e(x-(/2)*ln(cos(x) = elimx ( (/2 (x-(/2)*ln(cos(x) mit:
 limx ( (/2 (x-(/2)*ln(cos(x)) = "0*(-()" = limx ( (/2 ln(cos(x)) / (1/(x-(/2)) = 
"(-()/(" = limy ( (/2 (-sin(x)/cos(x)) / (-1/(x-(/2)2)  = limy ( (/2 (x-(/2)2/cot(x) = "0/0" = limy ( (/2 2(x-(/2)/(-1/sin2(x)) = 2*0/(-1) = 0 ,  und damit:
 limx ( (/2( cos(x) )(x-(/2) = e0 = 1
d) limx ( 0 .x(( 1 + sinh(x) ) = limx ( 0 .( 1 + sinh(x) )1/x = "1(" = 
limx ( 0 eln(1+sinh(x))/x = e limx ( 0  ln(1+sinh(x))/x (wegen der Stetigkeit der e-Funktion) 
limx ( 0  ln(1+sinh(x))/x = "0/0" = limx ( 0  ( cosh(x)/(1+sinh(x)) ) / 1 = 1/1 / 1 = 1

Also:  limx ( 0 .x(( 1 + sinh(x) ) = e1 = e = 2.7182818 

Aufgabe 6:

Aus einem quadratischen Stück Pappe wird eine quaderförmige Schachtel mit Deckel hergestellt:

[image: image1.png]



Für welches  h  wird das Volumen  V  der Schachtel maximal und wie groß ist es?

Lösung: 

Die Seitenabmessungen der Schachtel sind  
Breite  = (1-2h)/2  , Länge = 1-2h  , Höhe  = h

Das Volumen ist also   V(h)  = h/2*(1-2h)2 = (h - 4h2 + 4h3)/2

Nullsetzen der Ableitung V’(h) = (1 – 8h +12h2)/2 = 0   liefert 
h1,2 = (8 ± (( 64 - 48))/24 = (8 ± 4)/24    also h = 1/2  oder h = 1/6 

Für  h = 1/2  ergeben sich Breite und Länge der Schachtel zu  0  - somit ist auch das Volumen  V = 0  , also minimal, wie auch die zweite Ableitung zeigt:

V’’(h) = ( – 8 + 24h)/2  ,  V’’(1/2) = ( -8 + 12)/2 = 2 > 0 

Für  h=1/6 dagegen liegt wegen  V’’(1/6) = (-8 + 4)/2 = -2 < 0  ein Maximum vor. Das zugehörige Volumen  V =  1/27 [LE3]  ist  am größten !

