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Aufgabe 1:

Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion:

  

i=2(n (i-1)3 = (n-1)2*n2 / 4

Lösung: 1.Induktionsanfang: Für  n = 2  ist 
 i=2(2 (i-1)3 = (2-1)3 = 1 = (2-1)2*22/4 , die Behauptung (A1) ist also richtig.  

2. Induktionsschritt  ( aus A(n) folgt A(n+1) ):

 i=2(n+1(i-1)3  = i=2(n(i-1)3   + (n+1-1)3 = A(n) = (n-1)2*n2/4 + n3  = 
n2/4*[(n-1)2 + 4n] = n2/4*[n2-2n+1 + 4n]  = n2/4*[n2+2n+1] = n2/4*(n+1)2
Dies ist aber gerade die Aussage für  n+1  .

Aufgabe 2: 

Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem (LGS) mit dem Parameter a :

 
    x  + 2y  - 3z  =   - 4

 
- 4x  + ay + 4z  =     0

 
  3x   - 2y   -  z  =     4

a) Bestimmen Sie die Determinante der Koeffizientenmatrix  in Abhängigkeit des Parameters  a  .

b) Für welche  a  ist das LGS stets eindeutig lösbar ?

c) Geben Sie die vollständige Lösungsmenge an für  a = 0 .

Lösung: a) mit Sarrus erhält man:

	det (A ) =
	|
	1
	2
	-3
	|
	= 1*a*(-1) + 2*4*3 + (-3)(-4)(-2)
  - (-3)*a*3 – 1*4*(-2) – 2*(-4)*(-1)
 = -a + 24 -24 + 9a + 8 - 8= 8a
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Auch der Entwicklungssatz ist anwendbar (z.B. nach der ersten Zeile):

	det (A) =     1 |
	 a
	 4
	| - 2*|
	-4
	4
	| + -3*|
	-4
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	| = 

	
	-2
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	 3
	-1
	
	 3
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 1*(-a + 8) - 2*(4 -12) – 3*(8 - 3a)= - a + 8 +16 - 24 + 9a = 8*a
b) Damit das lineare Gleichungssystem eindeutig lösbar ist für alle rechten Seiten, muß  A  invertierbar (, nicht singulär, regulär) sein, also vollen Rang oder linear unabhängige Zeilen (Spalten) haben. Dies gilt genau dann, wenn  det(A) ( 0  , also  8a ( 0  oder  a ( 0  ist. Somit gilt b) für alle  a ( IR \ {0}
c) Für  a = 0  ist das LGS also nicht eindeutig lösbar nach b). 
Mit Gauß erhält man:


    x  + 2y  - 3z  = - 4    ----+(+4)*  ----------+(-3)*

 
- 4x          + 4z  =   0   < --+                       |

 
  3x   - 2y   -  z  =   4    < ---------------------+

 
  x  + 2y  - 3z  = -   4

 
         8y  - 8z  = - 16    --------------+(+1)*

 
       - 8y + 8z  =   16   <-------------+


x  + 2y  - 3z  = -   4

 
       8y  - 8z  = - 16

 
                 0  =     0

Mit  z = t  als Parameter erhält man beim Aufrechnen  y = - 2 + t   und   
x = - 4  - 2y +3z = - 4 - 2(t-2) +3t = t  .  Die Lösung setzt sich also zusammen aus der partikulären Lösung  (0,-2,0) des inhomogenen Systems und der gesamten Lösungsmenge { t*(1,1,1) , t ( IR } des homogen linearen Gleichungssystems:  L = { (x,y,z) = (0,-2,0) + t*(1,1,1) , t ( IR }
Aufgabe 3:

Die Funktion  f(x) = sin2(x*(/2)  enthält die Punkte  
 



P0(-1,1), P1(0,0) und P2(1,1) .

a) Welches Polynom  p(x)  vom Grade 2 geht ebenfalls durch diese Punkte ?

b) Auch der Punkt P3(2,0)  liegt auf der Kurve  f(x).  Wie lautet nun das Polynom  q(x)  kleinsten Grades durch die 4 Punkte P0, P1 , P2  und  P3 ?

c) Wie gut sind die Polynomnäherungen  p(½)  und q(½)  im Vergleich zum Funktionswert  f(½) ?

Lösung: Das Schema zu Teil a) (die Funktion kann man auch erraten!) und den erweiterten Teil b) sieht so aus:


	x
	y
	Steigung 1.Stufe
	Steigung 2.Stufe
	Steigung 3.Stufe

	-1
	1
	
	
	

	
	
	(1-0)/(-1-0) = -1
	
	

	0
	0
	
	(-1-1)/(-1-1) = 1
	--------------------------

	
	
	 (0-1)/(0-1) = 1
	------------------------
	(1-(-1))/(-1-2) = - 2/3

	1
	1
	----------------------
	(1-(-1))/(0-2) = -1
	

	------
	--------
	(1-0)/(1-2) = -1
	
	

	2
	0
	
	
	


Das Polynom kleinsten Grades durch  (-1,1), (0,0)  und  (1,1)  lautet:
p(x) = 1 + -1*(x+1) + 1*(x+1)*x = 1 – x – 1 + x2 + x =  x2  .. und 

b) mit   (2,0)  dazu:
q(x) = 1 + -1*(x+1) + 1*(x+1)*x + -2/3*(x+1)*x*(x-1) = -2/3*x3+x2+2/3*x
c) Wegen  f(½) = sin2((/4) = (½(2)2 = ½  liefert  p(x)  mit p(½) = 1/4  einen Fehler von 50% , während  q(x)  mit  q(½) = -1/12 +1/4 + 1/3 = ½  exakt den gleichen Funktionswert liefert.

Aufgabe 4:

Gegeben sind die Ebenen   E :   2x +2y - z = 8   und 
F : (x,y,z) = (1,1,0) + r*(1,0,2) + s*( -1,1,0)  r,s ( IR

a) Zeigen Sie , daß die Ebenen parallel sind.

b) Bestimmen Sie den Abstand der Ebenen. 

Lösung: 

a) Ein Normalenvektor der Ebene F ergibt sich aus dem Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren: 

 nF = (1,0,2) x (-1,1,0) = (0*0 – 2*1,(-1)*2 – 1*0,1*1 – (-1)*0) = (-2,-2,1) = - nE
 Da die beiden Normalen also kollinear sind, sind die Ebenen parallel ! 
b) Mit  || nF || = ( (22 + 22 + (-1) 2 )  = (9 = 3 = || nE ||  sind  
E:   2/3*x + 2/3*y – 1/3z = 8/3 
und
F:   2/3*x + 2/3*y – 1/3z = (2/3,2/3,–1/3)((x,y,z) = (2/3,2/3,–1/3)((1,1,0) = 
                  2/3 + 2/3 +0 = 4/3  die Hesse-Normalformen der beiden Ebenen.

Der Abstand zum Ursprung ist dabei jeweils durch die rechten Seiten  
dE = 8/3  und dF = 4/3  gegeben, deren Differenz  8/3 –4/3 = 4/3  liefert also der Abstand der Ebenen.

Alternativ dazu findet man den Abstand auch, indem man nach Wahl eines beliebigen (Auf-)Punktes der Ebene E ,  z.B.  (2,1,-2),   einen Verbindungsvektor  (2,1,-2) – (1,1,0) = (1,0,-2)   zwischen beiden Ebenen mit Hilfe des Skalarprodukts auf den normierten Normalenvektor projiziert :
(1,0,-2)((2/3,2/3,–1/3) = 2/3 + 0*2/3 + (-2)*(-1/3) = 2/3 + 2/3 = 4/3
Aufgabe 5:

Bestimmen Sie die (Funktions-)Grenzwerte:
a) lim x ( 0 ( cot(x) - coth(x) )

b) lim x ( ( .x(xp
c) lim h ( 0 ( sin2(x+h)) – sin2(x) ) / h

Hinweis zu c) : Achten Sie auf die richtige Variable !

Lösung: 
a) limx ( 0 ( cot(x) - coth(x) ) = "( - (" = (umformen) =
limx ( 0 ( cos(x)/sin(x) – cosh(x)/sinh(x) ) = 
limx ( 0 ( cos(x)*sinh(x) – cosh(x)*sin(x) )/ (sin(x)*sinh(x)) = "(0+0)/0*0" = "0/0"
limx ( 0(Ableitung des Zählers) / (Ableitung des Nenners) =
limx ( 0(-sin(x)*sinh(x) + cos(x)*cosh(x) – sinh(x)*sin(x) – cosh(x)*cos(x) ) / 
                             (cos(x)*sinh(x) + sin(x)*cosh(x)) = 
limx ( 0 (-2sin(x)*sinh(x))/(cos(x)*sinh(x) + sin(x)*cosh(x)) = "0/0" = 
limx ( 0                          (-2cos(x)*sinh(x) – 2sin(x)*cosh(x))/
              (-sin(x)*sinh(x) + cos(x)*cosh(x) + cos(x)*cosh(x) + sin(x)*sinh(x)) = 
                                  (-2*1*0  - 2*0*1 )/(-0*0 +1*1 + 1*1 + 0*0) = 0/2 = 0
b) limx ( ( .x(xp = limx ( ( .( xp )1/x = "(0" = 
limx ( ( ep*ln(x)/x = (wegen der Stetigkeit der e-Funktion) = e limx ( (  p*ln(x)/x  
limx ( ( p*ln(x)/x = "(/(" = limx ( (  ( p/x ) / 1 = 0 / 1 = 0

Also: limx ( ( .x(xp = e0 = 1 

c) Hier steht der Grenzwert für den Differenzenquotienten der Funktion  
  f(x) = sin2(x)  ,  also die Ableitung  f´(x) = 2*sin(x)*cos(x)
Mit l’Hospital gilt:   limh ( 0 ( sin2(x+h)) – sin2(x) ) / h = "0/0" = 
limh ( 0 ( 2*sin(x+h)*cos(x+h) – 0 ) / 1 = 2*sin(x)*cos(x) = (sin2(x))´
Aufgabe 6:

Meteoriten und Kometen, die in unser Sonnensystem vordringen, werden durch die Massenanziehung der Planeten auf elliptische oder parabolische Bahnen gezwungen und kommen unserer Erde unter Umständen gefährlich nahe. In einem geeignet skalierten Koordinatensystem sei modellhaft die Bahn des Kometen durch  y = x2/8  gegeben, die Erde befinde sich dazu im Punkt  E(2,4) . Welches ist der minimale Abstand eines Bahnpunktes zu E ?

(Skizze !) 

Hinweis zum vereinfachten Rechnen: 
Mit dem Abstand wird auch das Quadrat des Abstands minimal !

Lösung: 

Ein Bahnpunkt  P(x,y) = (x,x2/8)  hat den Abstand  D = |EP|  zum Punkt  E(2,4)  mit  D = (( (2 - x)2 + (4 - x2/8)2 )   und  D2 = D2(x) = (2 - x)2 + (4 - x2/8)2
dD2(x)/ dx = 2*(2 - x)(-1) + 2*(4 - x2/8)*(-2x/8) = -4 + 2x - 2x + x3/16 = x3/16 - 4

Nullsetzen der ersten Ableitung liefert somit  x3/16 – 4 = 0 ( x3 = 64  oder  
x = 4 . Wegen d2D2(x)/ dx2 = d(x3/16 - 4)/dx = 3/16*x2 > 0 für  x ( 0  ist dies auch der x-
Wert für das gesuchte Minimum. Es gilt:

D2(x)|x=4 = (2 - 4)2 + (4 - 42/8)2 = (-2)2 + 22 = 8   also  D = 2(2 = 2,8284 
Der Komet kommt also der Erde bis auf 2(2  Koordinateneinheiten nahe !

