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Aufgabe 1: 

Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion:

(nk=2 4/(k3-k) = 2/3 + 1/6 + 1/15 + …+ 4/(n3-n) = 
.                        [(n+2)*(n-1)]/[n*(n+1)]
Hinweis:  (n+1)3 – (n+1) = n*(n+1)*(n+2) dient als Hauptnenner !
Lösung: 

Induktionsanfang für n=2:
linke Seite:

(2k=2 4/(k3-k) = 2/3  ,
rechte Seite:
[(2+2)*(2-1)]/[2*(2+1)] = [4*1]/[2*3] = 4/6 = 2/3
Also   linke Seite = rechte Seite !

Induktionsschritt: 
(zu zeigen ist A(n+1):  (n+1k=2 4/(k3-k) = [(n+3)*n]/[(n+1)*(n+2)]

(n+1k=2 4/(k3-k) = (nk=2 4/(k3-k) + 4/[(n+1)3 – (n+1)] = 
[(n+2)*(n-1)]/[n*(n+1)] + 4/[n*(n+1)*(n+2)] = 

[(n+2)2*(n-1)+4]/[n*(n+1)*(n+2)] = 
[(n2 + 4n + 4)*(n-1) + 4]/[n*(n+1)*(n+2)] =
[(n3 + 4n2 + 4n - n2 - 4n – 4 + 4]/[/[n*(n+1)*(n+2)] =
[(n3 + 3n2]/[/[n*(n+1)*(n+2)] = [(n2*(n+3)]/[/[n*(n+1)*(n+2)] =
[(n*(n+3)]/[/[(n+1)*(n+2)] 
Aufgabe 2: 

a) Stellen Sie den Vektor v = (0,0,-9)T als Linearkombination der Vektoren a = (1,0,-2)T , b = (2,3,-1)T und  ck = (1,1,k)T  mit k = 2  dar.
b) Für welches  k  sind die Vektoren  {a,b,ck}   linear abhängig ?
Lösung: 

a) Zu lösen ist das lineare Gleichungssystem:   x*a + y*b +z*c2 = v
also:
 1*x +   2*y + 1*z =  0

I

 0*x +   3*y + 1*z =  0

II

-2*x + -1*y + 2*z = -9

III
Mit Gaußschritten erhält man nacheinander:
  
 1*x + 2*y + 1*z =  0

I’   = I

 0*x + 3*y + 1*z =  0

II’  = II

 0*x + 3*y + 4*z = -9

III’ = III + 2*I
bzw

 
 1*x + 2*y + 1*z =  0

I’’   = I’          = I

 0*x + 3*y + 1*z =  0

II’’  = II’         = II

 0*x + 0*y + 3*z = -9

III’’ = III’ – II’ = III +2*I - II
Durch Aufrechnen ergibt sich:  z = -3,  3y = 3 (also  y= 1)  und  
x = -2y – z = -2 + 3 = 1,   und daher   v = a + b -3c2
	det A = |
	  1   2  1
	| = 3k + -4 –(-6) –(-1) = 3k + 3

	
	  0   3  1
	

	
	 -2 -1   k
	


b) Die Determinante der aus den drei Vektoren gebildeten Matrix ist:
sie „verschwindet“  (det A = 0 ) für k = -1 .
Auch die Umformung nach Gauß für das homogene LGS ergäbe eine Zeile   0*x + 0*y + (k+1)*z = 0  , die für  k = -1  stets erfüllt ist und daher nichttriviale Lösungen gestattet.

(Nur) die drei Vektoren  {a,b,c-1}  sind also linear abhängig !
Aufgabe 3: 

Eine gerade Strecke der Länge  l  ist so rechtwinklig abzuknicken, dass die Enden minimalen Abstand haben. Wie groß sind dann die beiden Schenkel  ?

Lösung: Die beiden Schenkel seien  a und  b  benannt. 

Dann gilt  a + b = l   oder   etwa   b =  l – a .  Der Knickpunkt und die beiden Enden der Strecke bilden ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten  a und  b  . Die Hypothenuse dieses Dreiecks ist dann gerade die gesuchte Verbindung der Streckenenden und berechnet sich nach Pythagoras zu:
c = sqrt (a2 + b2) = √(a2 + b2) =  √(a2 + (l –a)2) = c(a) = ! = min

Es ist   c’(a) = (2a – l)/ √(a2 + (l –a)2) = 0  nur für  a = l/2  

Mit  c’’(a) = [2*√(a2 + (l –a)2) - (2a – l)2/√(a2 + (l –a)2)]/(a2 + (l –a)2)  und   c’’(a)|l/2 = 2√2/l > 0   ist  die Lösung  a = l/2  minimal !

Der Knick erfolgt also genau in der Mitte der Strecke !

(An Stelle der Funktion c(a) hätte man auch das Minimum der Funktion  c2(a)   suchen können und sich so die Wurzel „erspart“)

Aufgabe 4: 

a) Berechnen Sie mit Hilfe der Newtonschen Steigungen das Interpolationspolynom durch die Punkte  A(0|-3), B(1|0)  und C(2|5) .
b) Was ändert sich, wenn das Interpolationspolynom auch noch durch den Punkt  D(-2|-3) gehen soll ?
Lösung: 
	x
	y
	Steigung 1.Stufe
	Steigung 2.Stufe
	Steigung 3.Stufe

	0
	-3
	
	
	

	
	
	(0-(-3))/(1-0) = 3/1 = 3
	
	

	1
	0
	
	 (5-3)/(2-0) = 2/2 = 1
	----------------------

	
	
	(5-0)/(2-1) = 5/1 = 5
	---------------------------------
	(1-1)/(-2-0) = 0

	2
	5
	----------------------------
	(2-5))/(-2-1) = -3/-3= 1
	

	---
	---
	(-3-5)/(-2-2) = -8/-4 = 2
	
	

	-2
	-3
	
	
	


a) p1(x) = -3 + 3*(x-0) + 1*(x-0)*(x-1) = -3 + 3x + x2 -x = x2 + 2x - 3
b) p2(x) = p1(x) + 0*(x-0)*(x-1)*(x-2)= p1(x)
Es ändert sich nichts, weil der Punkt  D  bereits auf der Parabel  p1(x)  liegt.
Aufgabe 5: 

a) Bestimmen Sie alle Singularitäten der rationalen Funktion
r(x) = [x3 + x2 - x - 1] / [x3 - x]

b) Wie lässt sich  r(x)  in den hebbaren Singularitäten sinnvoll (d.h. stetig) „fortsetzen“ ?

Lösung: 

a) Gemäß der Faktorzerlegung  x3 – x = x*(x2 - 1) = x*(x + 1)*(x - 1) hat das Nennerpolynom die Nullstellen  x1= -1,  x2 = 0 , x3 = 1 .
Dies sind also die Singularitäten S = {x1, x2, x3} = { -1,,0,1} oder Definitionslücken.  (  Dr(x) = IR \ S = IR \ {-1,0,1} ).

b) Wenn von diesen Singularitäten welche hebbar sein sollen, müssen sie auch Nullstellen des Zählerpolynoms sein. Durch Probieren und dem Hornerschema erhält man:
	
	1
	1
	-1
	-1

	-1
	
	-1
	0
	1

	
	1
	0
	-1
	0

	1
	
	1
	1
	

	
	1
	1
	0
	

	-1
	
	-1
	
	

	
	1
	0
	
	


Also ergibt sich:

 x3 + x2 - x – 1 = (x +1)2*(x-1)

und die Funktion  r(x)  stimmt in den Punkten  x ( Dr(x)   überein mit 
 
r*(x) = [(x+1)*(x+1)*(x-1)]/[x*(x+1)*(x-1)] = (x+1)/x
Insbesondere liefert  r*(x)  auch sinnvolle Werte (weil stetig) in den Definitionslücken  x1 und x3  von r(x):
 
r*(x1) = r*(-1) = (-1+1)/-1 = 0  , r*(x3) = r*(1) = (1+1)/1 = 2
Dies sind die gesuchten Funktionsgrenzwerte.

Von den folgenden Aufgaben  6A und 6B  bitte nur eine bearbeiten – 
es wird auch nur eine gewertet!

Aufgabe 6A: 

Geben Sie alle Lösungen  z  der komplexen Gleichung: 

 


-4 +3i +(1+3i)*z3 = 20 – 5i


an!
Lösung: 

 -4 +3i +(1+3i)*z3 = 20 – 5i

:
-(-4 + 3i)

 
    (1+3i)*z3 = 24 – 8i

:
/(1 + 3i) = *(1-3i)/10


      z3 = (24 – 8i)*(1-3i)/10 = (24 -8i -72i -24)/10 = -8i
      z3 = -8i = 23*(-i)= 23*(cos(3(/2) + i*sin(3(/2))   , also
|z| = 3√23 = 2   , φ1 = 3(/2 / 3 = (/2   ((90°)  ,  
φ2 = (3(/2 + 2() / 3 = (/2 + 2(/3   ((210°)  ,  
φ3 = (3(/2 + 4() / 3 = (/2 + 4(/3   ((330°)    und damit :

 z1 = |z|*(cos(φ1) + i sin(φ1)) = 2*(0+i*1) = 2i
 z2 = |z|*(cos(φ2) + i sin(φ2)) = 2*(-½√3 – ½*i) = -√3 – i
 z3 = |z|*(cos(φ3) + i sin(φ3)) = 2*(½√3 – ½*i)   = √3 – i
Aufgabe 6B: 

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
a) lim x-->0 x2*ln2(x)
b) lim x-->0 cot(2x) / cot(x)
c) lim x-->0 (x - sin(x))/(x*sin(x))
d) lim x-->1 (x-1)*tan(x*(/2)
Lösung: 

a) lim x-->0 x2*ln2(x) = “0*(-∞)“ = lim x-->0 ln2(x) / 1/x2 = “-∞/∞” 
Anwendung von l’Hospital liefert nun:
lim x-->0 ln2(x) / 1/x2 = lim x-->0 2ln(x)/x / -2/x3 = 
lim x-->0 -ln(x) / 1/x2 =“∞/∞” = lim x-->0 -1/x / -2/x3 = lim x-->0 ½ x2 = 0 
(setzt man den Grenzwert  lim x-->0 x*ln(x) = 0  als bekannt voraus, so erhält man das gleiche Resultat allein mit Hilfe der Grenzwertsätze:
lim x-->0 x2*ln2(x) = lim x-->0 [x*ln(x)]2 = [ lim x-->0 x*ln(x) ]2 = 02 = 0 )
b) ) lim x-->0 cot(2x) / cot(x) =“∞/∞” = lim x-->0 -2/sin2(2x) / -1/sin2(x)  =
lim x-->0 2*sin2(x)/sin2(2x) =“0/0” = 
lim x-->0 [2*2*sin(x)*cos(x)]/[2*sin(2x)*cos(2x)*2] =
lim x-->0 [sin(x)*cos(x)]/[sin(2x)*cos(2x)]  = “0/0” = 
lim x-->0 [cos2(x) - sin2(x)]/[ 2*cos2(x) – 2*sin2(x)]  = 1/2 = ½
c) lim x-->0 (x - sin(x))/(x*sin(x)) =“0/0” = 
lim x-->0 (1 - cos(x))/(sin(x) + x*cos(x)) =“0/0” =
lim x-->0 (sin(x))/(cos(x) + cos(x) + x*(-sin(x)) = 0/(1 + 1 - 0) = 0/2 = 0 
d) lim x-->1 (x-1)*tan(x*(/2) = “0*∞“ = lim x-->1 tan(x*(/2) / 1/(x-1) = “∞/∞“ = lim x-->1 [(/2 / cos2(x*(/2)] / [-1/(x-1)2] =
 lim x-->1 [-(/2*(x-1)2]/ [cos2(x*(/2)] = “0/0“ =
 lim x-->1 [-(/2*2*(x-1)]/ [2*cos(x*(/2)*sin(x*(/2)*(/2] = “0/0“ 
lim x-->1 [-1)] / [-sin2(x*(/2)*(/2 + cos2(x*(/2)*(/2] = [-1)]/[-1*(/2 + 0*(/2] = 2/(
1
3

