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Aufgabe 1: 

Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion:

(nk=1 (4k-3) = 1 +5 + 9 +…+ (4n-3) = n*(2n – 1)
Lösung: 

Induktionsanfang für n=1:
linke Seite:

(1k=1 (4k-3) = 4 – 3 = 1  ,
rechte Seite:
1*(2*1 -1) = 1*1 = 1
Also   linke Seite = rechte Seite !

Induktionsschritt:  zu zeigen ist  A(n+1):  
(n+1k=1 (4k-3) = (n+1)*(2(n+1) – 1)= (n+1)*(2n+1)


(n+1k=1 (4k-3) = (nk=1 (4k-3) + 4(n+1) -3 = n*(2n -1) + 4n+4-3 = 
2n2 – n + 4n +1 = 2n2 + 3n +1 = 2n2 +2n + n + 1 = 2n(n+1) + (n+1) =
(n+1)*(2n+1) 
Aufgabe 2: 

a) Stellen Sie den Vektor v = (2,-1,1)T als Linearkombination der Vektoren a = (1,0,1)T , b = (1,2,-3)T und  ck = (1,1,k)T  mit k = – 4  dar.
b) Für welches  k  sind die Vektoren  {a,b,ck}   linear abhängig ?
Lösung: 

a) Zu lösen ist das lineare Gleichungssystem:   x*a + y*b +z*c–4 = v
also:
 1*x +   1*y +  1*z =  2

I

 0*x +   2*y +  1*z = -1

II

 1*x +  -3*y + –4*z =  1

III
Mit Gaußschritten erhält man nacheinander:
  
 1*x + 1*y + 1*z =  2

I’   = I

 0*x + 2*y + 1*z = -1

II’  = II

 0*x – 4*y – 5*z = -1

III’ = III - I
bzw

 
 1*x + 1*y + 1*z =  2

I’’   = I’          = I

 0*x + 2*y + 1*z = -1

II’’  = II’         = II

 0*x + 0*y  – 3*z = -3

III’’ = III’ + 2*II’ = III + I + 2*II
Durch Aufrechnen ergibt sich:  z = 1,  2y = -2 (also  y= -1)  und  
x = 2 – y – z = 2 – (–1) – 1 = 2,   und daher   v = 2a – b + c–4
	det A = |
	  1   1  1
	| = 2k + 1 – 2 –(-3) = 2k + 2

	
	  0   2  1
	

	
	  1  -3  k
	


b) Die Determinante der aus den drei Vektoren gebildeten Matrix ist:
sie „verschwindet“  (det A = 0 ) für k = –1 .
Auch die Umformung nach Gauß für das homogene LGS ergäbe eine Zeile   0*x + 0*y + (k+1)*z = 0  , die für  k = –1  stets erfüllt ist und daher nichttriviale Lösungen gestattet.

(Nur) die drei Vektoren  {a,b,c–1}  sind also linear abhängig !
Aufgabe 3: 

[image: image1.png]



Aus einem Stück Draht, das 120 cm lang ist, soll eine "Säule" mit quadratischem Grundriss geformt werden. 
(Gelötet – es gibt also kein Verschnitt) Welches ist das maximal mögliche Volumen der Säule ?

Lösung: 
Die Länge aller zu formenden Seitenkanten ist durch
 

(*)
8a + 4h = 120 
gegeben.  

Das Volumen   V = G*h = a2*h  kann mit Hilfe der nach  
 
h = ¼*(120-8a)  
aufgelösten Nebenbedingung (*) als Funktion von a geschrieben werden: 

 


V(a) = a2*(30 - 2a) = 30a2 – 2a3
Die möglichen (lokalen) Extrema sind durch die Nullstellen der Ableitung   V’(a) = 60a – 6a2  = a*(60 -6a) = 0  also durch  a= 0 oder a = 60/6 = 10  gegeben. 

Die zweite Ableitung  V’’(a) = 60 – 12a  gibt Aufschluss:
 Wegen  V’’(0) = 60 > 0  ist  a = 0  ein Minimum 
(das Volumen ist dann 0 !)  und

 Mit  V’’(10) = -60 < 0 ist  a = 10  das gesuchte Maximum !

Es ist  h = ¼*(120-8*10) = 10 = a  , das Drahtgebilde also ein Kubus (Würfel) mit Kantenlänge 10  und einem (maximalen) Volumen von Vmax = 103 cm3 = 1000 cm3 = 1dm3 = 1 Liter

Aufgabe 4: 

a) Berechnen Sie mit Hilfe der Newtonschen Steigungen das Interpolationspolynom durch die Punkte  A(-1|2), B(0|3)  und C(1|6) .
b) Was ändert sich, wenn das Interpolationspolynom auch noch durch den Punkt  D(-2|-3) gehen soll ?
Lösung: 
	x
	y
	Steigung 1.Stufe
	Steigung 2.Stufe
	Steigung 3.Stufe

	-1
	 2
	
	
	

	
	
	(3-2)/(0-(-1)) = 1/1 = 1
	
	

	 0
	 3
	
	 (3-1)/(1-(-1)) = 1
	----------------------

	
	
	(6-3)/(1-0) = 3/1 = 3
	----------------------------
	(0-1)/(-2-(-1) = 1

	 1
	 6
	----------------------------------
	(3-3))/(-2-(-1)) = 0
	

	---
	---
	(-3-6)/(-2-(-1) = -9/-3 = 3
	
	

	-2
	-3
	
	
	


a) p1(x) = 2 + 1*(x-(-1)) + 1*(x-(-1))*(x-0) = 2 + x + 1 + x2 + x = 
 
    = x2 + 2x + 3
b) p2(x) = p1(x) + 1*(x-(-1)*(x-0)*(x-1)= x2 + 2x + 3 + x3 - x
 =
 
    = x3 + x2 + x + 3 
Aufgabe 5: 

a) Bestimmen Sie alle Singularitäten der rationalen Funktion
r(x) = [6x3 - 11x2 - 12x + 5] / [3x3 – x2 - 3x + 1]

b) Wie lässt sich  r(x)  in den hebbaren Singularitäten sinnvoll (d.h. stetig) „fortsetzen“ ?

c) Wie ist das asymptotische Verhalten von r(x) für x → ±∞
Lösung: 

a) Zur Bestimmung der Nullstellen des Nennerpolynoms „probieren“ wir die Teiler des Absolutglieds   ±1 mit dem Hornerschema:

	
	3
	-1
	-3
	1

	+1
	
	3
	2
	-1

	
	3
	2
	-1
	0

	-1
	
	-3
	1
	

	
	3
	-1
	0
	


und finden die Faktorzerlegung:
  3x3 – x2 - 3x + 1 = x*(x2 - 1) = (3x-1)*(x + 1)*(x - 1) 
Also hat das Nennerpolynom die Nullstellen  x1= -1,  x2 = ⅓ , x3 = 1 .
Dies sind somit die Singularitäten S = {x1, x2, x3} = { -1,⅓,1} oder Definitionslücken.  (  Dr(x) = IR \ S = IR \ {-1,⅓,1} ).

b) Wenn von diesen Singularitäten welche hebbar sein sollen, müssen sie auch Nullstellen des Zählerpolynoms sein. Durch Probieren und dem Hornerschema erhält man wenigstens:
	
	6
	-11
	-12
	5

	-1
	
	-6
	17
	-5

	
	6
	-17
	5
	0


So ergibt sich:  6x3 - 11x2 - 12x + 5 = (x +1)*(6x2 - 17x + 5)

und das quadratische Polynom  6x2 - 17x + 5  hat nach der Mitternachtsformel die Nullstellen:
[17 ± √(172 – 4*6*5)]/2*6 = [17 ± √(289 – 120)]/12 = [17 ± 13]/12 = 1/3, 5/2 ,  q(x)  zerlegt sich also weiter in Linearfaktoren
6x3 - 11x2 - 12x + 5 = (x +1)*(6x2 - 17x + 5) = (x+1)*(3x-1)*(2x-5)
Die Funktion  r(x)  stimmt in den Punkten  x ( Dr(x)   überein mit 
   r*(x) = [(2x-5)*(3x-1)*(x+1)]/[(x-1)*(3x-1)*(x+1)] = (2x-5)/(x-1) 

 
 = 2 -3/(x-1)  (das wäre auch die Partialbruchzerlegung ;-)
Insbesondere liefert  r*(x)  auch sinnvolle Werte (weil stetig) in den Definitionslücken  x1 und x2  von r(x):
 
r*(x1) = r*(-1) = (2(-1)-5)/(-1-1) = 7/2  ,
 
r*(x2) = r*(⅓) = (2*⅓-5)/( ⅓-1) = -13/3 / -2/3 = 13/2
Dies sind die gesuchten Funktionsgrenzwerte.

Mit den Regeln von de l’Hospital finden wir genauso:

limx → -1r(x) = limx → -1[6x3 - 11x2 - 12x + 5]/[3x3 – x2 - 3x + 1] = „0/0“ =
limx → -1[18x2 - 22x - 12]/[9x2 –2x - 3] = 28/8 = 7/2

und
limx →⅓r(x) = limx → ⅓ [6x3 - 11x2 - 12x + 5]/[3x3 – x2 - 3x + 1] = „0/0“ =
limx → ⅓[18x2 - 22x - 12]/[9x2 –2x - 3] = -52/3 / 8/3 = 13/2
c) Da die Grade von Zähler- und Nennerpolynom gleich (=3) sind, ergibt sich nach der Regel als asymptotischen Verhalten im Unendlichen der Quotient der Koeffizienten:   limx → ±∞ r(x) = 6/3 = 2
Auch  de L’Hospital  führt wieder zum Erfolg:
limx → ±∞r(x) = limx → ±∞[6x3 - 11x2 - 12x + 5]/[3x3 – x2 - 3x + 1] = „∞/∞“ =
limx → ±∞[18x2 - 22x - 12]/[9x2 –2x - 3] = „∞/∞“ = 
limx → ±∞[36x – 22]/[18x –2] = „∞/∞“ = limx → ±∞[36]/[18] = 2
Von den folgenden Aufgaben  6A und 6B  bitte nur eine bearbeiten – 
es wird auch nur eine gewertet!

Aufgabe 6A: 

Bestimmen Sie alle Lösungen  z  der komplexen Gleichung: 

 


-z3 =  – 2 + 2i



Lösung: 

z3 =  – 2 + 2i = √8 ei*3(/4 = 23/2*(cos(3(/4) + i*sin(3(/4))   , also
|z| = 3√√23 = √2   , φ1 = 3(/4 / 3 = (/4   ((45°)  ,  
φ2 = (3(/4 + 2() / 3 = (/4 + 2(/3 = 11(/12  ((165°)  ,  
φ3 = (3(/4 + 4() / 3 = (/4 + 4(/3 = 19(/12  ((285°)    und damit :

 z1 = |z|*(cos(φ1) + i sin(φ1)) = √2*(½√2 + ½√2 i) = 1 + i
 z2 = |z|*(cos(φ2) + i sin(φ2)) = √2*(-0,966  + 0,259i) = –1,366 + 0,366i
 z3 = |z|*(cos(φ3) + i sin(φ3)) = √2*(0,259 – 0,966i)   = 0,366 – 1,366i
Aufgabe 6B: 

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
a) limx->0  ( sin(x) – tan(x) ) / x3
b) limx->0  ( 1/(x*sin(x)) – 1/x2 ) 
c) limx->1   x1/(x-1) )

Lösung: 
a) limx->0  ( sin(x) – tan(x) ) / x3 = „0/0“ = 
    limx->0  ( cos(x) – (1 + tan2(x) ) / 3x2= „0/0“ = 
    limx->0  ( -sin(x) – 2tan(x)*(1 + tan2(x) ) / 6x = „0/0“ = 
    limx->0  ( -cos(x) – 2{(1 + tan2(x))2 + 2tan2(x)*(1 + tan2(x))} / 6 = 
    -3/6  = -1/2  

b) limx->0  ( 1/(x*sin(x)) – 1/x2 )  ist vom Typ  ∞ – ∞ und muss erst umgeformt werden (Hauptnenner):

     limx->0  ( 1/(x*sin(x)) – 1/x2 ) = limx->0  ( x - sin(x) )/( x2*sin(x) ) =    
     „0/0“ = limx->0  ( 1 - cos(x) )/( 2x*sin(x) + x2*cos(x)) = „0/0“ = 
     = limx->0  sin(x)/( 2sin(x) + 4x*cos(x) - x2*sin(x) ) = „0/0“ =  

= limx->0  cos(x)/(2cos(x)+4cos(x)–4x*sin(x)–2x*sin(x)-x2*cos(x)) = 
1/( 2 + 4) = 1/6
c) limx->1   x1/(x-1)   ist vom Typ  1∞  und muss ebenfalls erst umgeformt werden:

 limx->1   x1/(x-1)  = limx->1  exp(ln(x)/(x-1)) = exp(limx->1 ln(x)/(x-1)) wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion. 
Für den Grenzwert im Argument gilt nun:

   limx->1 ln(x)/(x-1) = „0/0“ = limx->1 1/x / 1 = 1  ,  also 

limx->1   x1/(x-1)  = exp(limx->1 ln(x)/(x-1)) = exp(1) = e  
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