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Aufgabe 1: 

Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion:

(nk=1 (2k-1)2 = 12 + 32 + 52 + 9 +…+ (2n-1)2 = n*(2n – 1)(2n+1)/3
Lösung: 

Induktionsanfang für n=1:
linke Seite:

(1k=1 (2k-1) = 12 = 1  ,
rechte Seite:
1*(2*1 -1)(2*1+1)/3 = 1*1*3/3 = 1
Also   linke Seite = rechte Seite !

Induktionsschritt:  zu zeigen ist  A(n+1):  
(n+1k=1 (2k-1)2 = (n+1)(2n+1)(2n+3)/3
(n+1k=1(2k-1)2 =(nk=1 (2k-1)2 + (2n+1)2 =n*(2n-1)(2n+1)/3 + (2n+1)2 = 
(2n+1)/3*[n*(2n-1) + 3*(2n+1)] = (2n+1)/3*[2n2 - n + 6n + 3] = 
(2n+1)/3*[2n2 + 5n + 3] = (2n+1)/3*[(2n + 3)*(n + 1)]  wie man nach Abdividieren des Faktors  (n+1)  mit Horner leicht sieht:
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Aufgabe 2: 

Für welche  k Є IR ist das lineare Gleichungssystem: 

    -1*x +        1*y  -  1*z =   -1


     3*x +   (k-1)*y  -  1*z =    1


(k-3)*x -         2*y +  2*z = k-3


a) eindeutig lösbar ?
b) unlösbar ?
c) mehrdeutig lösbar ?

Lösung: 

a) 
Mit Gaußschritten erhält man nacheinander:
  
-1*x +       1*y         - 1*z =  -1

I’   = I

 0*x + (k+2)*y         - 4*z =  -2

II’  = II + 3* I

 0*x + (k -5)*y + (-k+5)*z =   0

III’ = III – (k-3)*I
Falls  k ≠ 5  teile III’  durch ( k-5):
  
-1*x +       1*y - 1*z =  -1
I’’ = I’

 0*x + (k+2)*y - 4*z =  -2
II’’ = II’

 0*x +       1*y  -1*z =   0
III’’ = II’/ (k-5)
 
 -1*x + 1*y     - 1*z =  -1

I’’’   = I’’  = I

  0*x + 1*y     - 1*z =   0

II’’’  = III’

  0*x + 0*y  (k-2)*z =  -2

III’’ = II’ – (k+2)*III’’ 
Falls also auch noch  k ≠ 2  dann lässt sich das System eindeutig aufrechnen:    z = -2/(k-2) = y  und x =1.
	det A = |
	  -1   1   -1
	| = -2(k-1) -1*(k-3) + 6 +
         + (k-3)(k-1) + 2 – 6 = (k-5)*(k-2)

	
	  3   k-1  -1
	

	
	k-3  -2     2
	


Mittels Determinante der Koeffizientenmatrix erhält man ebenso:
Sie „verschwindet“  (det A = 0 ) für k = 2  oder k = 5.
b) Für  k = 2  erhält man das LGS:


    -1*x + 1*y  -  1*z = -1


     3*x + 1*y  -  1*z =  1


    -1*x - 2*y  +  2*z = -1


Mit Gauß umgeformt zu:

    -1*x + 1*y  -  1*z = -1


     0*x + 4*y  -  4*z = -2


     0*x  - 3*y +  3*z =  0


Wobei sich die beiden letzten Gleichungen widersprechen:  das System ist unlösbar / hat keine Lösung

c) Für  k = 5  erhält man das LGS:

    -1*x + 1*y  -  1*z = -1


     3*x + 4*y  -  1*z =  1


     2*x -  2*y +  2*z =  2


Mit Gauß umgeformt zu:

    -1*x + 1*y  -  1*z = -1


     0*x + 7*y  -  4*z = -2


     0*x + 0*y +  0*z =  0


Dieses unterbestimmte System hat unendlich viele Lösungen!


Aufgabe 3: 

[image: image1.emf]
Beim schiefen Wurf (ohne Luftreibung etc) mit fester betragsmäßiger Geschwindigkeit v0 ist die Wurfweite W allein noch eine Funktion des Abwurfwinkels  α:   W(α) = sin(α)*cos(α)*2v02/g   α ( (0,90°)  Unter welchem Winkel muß man abwerfen, um die größte Weite zu erreichen ? (Erdbeschleunigung  g = 9,81)
Lösung: 
Die möglichen (lokalen) Extrema sind durch die Nullstellen der Ableitung   W’(α) = [cos2(α) - sin2(α)]*2v02/g   = 0   also für  
cos2(α) = sin2(α)   bzw.  cos(α) = ± sin(α)   gegeben. Die zugehörigen Winkel sind somit  α = ±45° (±π/4), wovon nur  α = 45° Sinn macht. 
Die zweite Ableitung  W’’(α) = [-2cos(α)sin(α) – 2sin(α)cos(α)] 2v02/g zeigt, dass es sich hierbei um ein Maximum handelt:

W’’(45°) = [-2*½(2*½(2  - 2*½(2*½(2]*2v02/g = -4v02/g < 0 
Aufgabe 4: 

a) Berechnen Sie mit Hilfe der Newtonschen Steigungen das Interpolationspolynom durch die Punkte  A(0|-4), B(1|-2)  und C(2|2) .
b) Was ändert sich, wenn das Interpolationspolynom auch noch durch den Punkt  D(-1|-10) gehen soll ?
Lösung: 
	x
	y
	Steigung 1.Stufe
	Steigung 2.Stufe
	Steigung 3.Stufe

	0
	 -4
	
	
	

	
	
	(-4-(-2))/(0-1) = -2/-1 = 2
	
	

	 1
	 -2
	
	 (2-4)/(0-2) = -2/-2= 1
	----------------------

	
	
	(-2-2)/(1-2) = -4/-1 = 4
	----------------------------
	(1-0)/(0-(-1) = 1

	 2
	 2
	----------------------------------
	(4-4))/(1-(-1)) = 0
	

	---
	---
	(2-(-10))/(2-(-1) = 12/3 = 4
	
	

	-1
	-10
	
	
	


a) p1(x) = -4 + 2*(x-0) + 1*(x-0) *(x-1) = -4 + 2x + x2 - x = 
 
    = x2 + x - 4
b) p2(x) = p1(x) + 1*(x-0)*(x-1)*(x-2)= x2 + x - 4 + x3 - 3x2 +2x
 =
 
    = x3 - 2x2 + 3x - 4 
Aufgabe 5: 

Gegeben seien die Gerade  g  durch ihren Aufpunkt  P (4,-5,4) und die Richtung  r = (1,-3,2)  und die Ebene E :  x -2y + z = 0
a) Zeigen Sie, dass der Punkt  S(2,1,0)  der Durchstoßpunkt der Geraden g durch die Ebene E ist. 

b) Die senkrechte Projektion des Punktes  P  auf die Ebene  E  sei der  Punkt  Q .  Wie groß ist die Fläche des von P,Q und S aufgespannten Dreiecks ?
Lösung: 

a) Es ist  g :  (x,y,z) = (4,-5,4) + k*(1,-3,2)  und die Gleichung   S ( g 

(2,1,0) = (4,-5,4) + k*(1,-3,2)  ist erfüllt für k*(1,-3,2)= (-2,6,-4)  , k = 2.
Ebenso  gilt  2 -2*1 + 0 = 0 , also liegt  S auch in E  ,  S ( E 
Wegen  4 -2*(-5) + 4 = 18 ≠ 0  liegt P nicht in E und somit auch nicht die ganze Gerade  g :  g ( E . Also ist S Durchstoßpunkt.
Alternativ erhält man Einsetzen der Geraden in die Ebenengleichung
0 = 4+ k – 2(-5-3k) + 4 +2k = 9k + 18  mit der Lösung  k = -2  auch wieder den einzigen Schnittpunkt  S = = (4,-5,4) - 2*(1,-3,2) = (2,1,0) 

b) Die Gerade  h :  (x,y,z) = (4,-5,4) + m*(1,-2,1)  mit Aufpunkt  P  und Richtung des Normalenvektors  n = (1,-2,1)  der Ebene  E  durchstoßt die Ebene in Q :  0 = 4 + m -2(-5-2m) + 4 +m = 6m +18  liefert  m = -3  und daher  Q = (4,-5,4) - 3*(1,-2,1) = (1,1,1).
Auch hätte die senkrechte Projektion von PS = (-2,6,-4) auf  n  den wahren Abstand  PQ  geliefert : 
PQ = n•PS/||n||2 n = (-2-12-4)/(12+(-2)2+12) (1-2,1) = -18/6 (1-2,1) = 
(-3,6,-3)  und daraus  Q = P + PQ = (4,-5,4) + (-3,6,-3) = (1,1,1)
Mit PQ = (-3,6,-3) und QS = (1,0,-1) hat man nun die zwei (Katheten-) Schenkel des rechtwinkligen Dreiecks, dessen Fläche ist daher:  
F = ½||PQ||*||QS|| = ½(((-3)2 +62+(-3)2)* ((12 +02+(-1)2) = 3(3 = 5,196
Oder mit Hilfe des Kreuzprodukts:

F = ½||PQ x QS|| = ½|| (-3,6,-3) x (1,0,-1)|| = ½||(-6,-6,-6)||= ½(108 = ½6(3 = 3*(3= 5,196

Aufgabe 6: 

Bestimmen Sie alle Lösungen  z  der komplexen Gleichung: 

 


(1 + 2i)*z3  – (2 - i)*(2 - 2i) = 0



Lösung: 

Es ist  (1 + 2i)*z3 = (2 - i)*(2 - 2i) =  4 – 2i - 4i + 2i2=  2 - 6i  also:
z3 = (2 - 6i) / (1 + 2i) = (2 - 6i)*(1 - 2i) /((1 + 2i)*(1 - 2i)) = (-10 -10i) / 5 und daher  z3 = -2 -2i  mit  ||z3|| = ( (-2)2 + (-2)2 = (8 = (23  und 
tan φ = -2/-2 = 1    z3 = √8 ei*5(/4 = 23/2*(cos(5(/4) + i*sin(5(/4))   
Es folgt |z| = 3√√23 = √2   , φ1 = 5(/4 / 3 = 5(/12   ((75°)  ,  
φ2 = (5(/4 + 2() / 3 = 5(/12 + 2(/3 = 13(/12  ((195°)  ,  
φ3 = (5(/4 + 4() / 3 = 5(/12 + 4(/3 = 21(/12 = -(/4 ((315° = - 45°)    und damit :

 z1 = |z|*(cos(φ1) + i sin(φ1)) = √2*(0,259 + 0,966 i) = 0,366 + 1,366 i
 z2 = |z|*(cos(φ2) + i sin(φ2)) = √2*(-0,966  - 0,259 i) = –1,366 - 0,366 i
 z3 = |z|*(cos(φ3) + i sin(φ3)) = √2*(0,707- 0,707 i)   = 1 – i
 z3 = |z|*(cos(φ3) + i sin(φ3)) = √2*(½√2 - ½√2 i)   = 1 – i
 z1 = |z|*(cos(φ1) + i sin(φ1)) = √2*(¼((6 -(2) + ¼((6 +(2) i) = 
 z1 =  (-½ + ½√3 i)*(1 – i) =    (½√3 - ½) + (½√3 + ½) i
 z2 =  (-½ – ½√3 i)*(1 – i)) = –(½√3 + ½) – (½√3 - ½) i
 z3 = |z|*(cos(φ3) + i sin(φ3)) = √2*(½√2 - ½√2 i)   = 1 – i
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