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Lösung der Aufgaben:

Aufgabe 1: Zeigen Sie durch vollständige Induktion:

∑nk=1 k3 = 1/4 n2.(n+1)2
Lösung: 
(1) Induktionsanfang: Für  n=1  ergibt sich
linke Seite:  ∑1k=1 k3 = 13 = 1,

rechte Seite:  1/4 12 (1+1)2 = 1/4.4 = 1
(2) Induktionsannahme: Für  n  gilt die Behauptung: ∑nk=1 k3 =1/4 n2.(n+1)2
(3) Induktionsschluß: Es ist zu zeigen, daß dann (2) auch für  n+1  gilt:
∑n+1k=1 k3 =1/4.(n+1)2(n+2)2  

Es gilt:
∑n+1k=1 k3 = ∑nk=1 k3  +  (n+1)3 = (nach 2) = 1/4 n2.(n+1)2 + (n+1)3 = 
1/4 (n+1)2 { n2. + 4(n+1) } = 1/4 (n+1)2 { n2 + 4n + 4} = 1/4.(n+1)2(n+2)2
Aufgabe 2: a)Bestimmen Sie das Polynom kleinsten Grades, das durch die Wertepaare  (0,1), (2,2), (4,3)  geht, mittels Newtonscher Steigungen.
b) Welches Polynom ergibt sich, wenn Sie noch das Wertepaar  (3,2)  hinzu nehmen?

Lösung:
Das Schema zu Teil a) und den erweiterten Teil b) sieht so aus:
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Das Polynom kleinsten Grades durch  (0,1), (2,2)  und  (4,3)  lautet:
p2(x) = 1 + 1/2 (x-0) + 0 (x-0)(x-2) = 1/2 x+1  ... und noch durch  (3,2)  dazu:
p3(x) = 1 + 1/2 (x-0) + 0 (x-0)(x-2) + 1/6 (x-0)(x-2)(x-4) = 1/6 x3-x2+11/6 x+1

Aufgabe 3: Geben Sie alle möglichen komplexen Lösungen  z  in der algebraischen und der trigonometrischen Normalform an:

a)  i z -1 = 3 + 4i 

b) ∑102k=0 ik 
= z
c) z3 = 2 (1+i)4
Lösung:
a) (-i) i z -1 = (-i) (3+4i) = z -1 = -3i+4 ,  also  z = 1/(4-3i) = (4+3i)/(42+32)
|z| = 1/25 √42+32 = 1/5 ,

tan(φ) = 3/4 
 φ = 0.6435 ~ 36.87°
also  z = 1/5 {cos(36.87°) + i sin(36.87°)}

b) z = ∑102k=0 ik = 1+i-1-i + 1+i-1-i + ......+ 1+i-1 = 0 + 0 + ... 1+i-1 = i =
oder:    = (1-i103)/(1-i) = (1+i)/(1-i) = (1+i)2/(1+1) = i = 1.{cos(π/2)+i sin(π/2)}

c) z3 = 2 (1+i)4 = 2 (2i)2 = 2.4i2 = -8 = 8.{cos(π)+isin(π)} 
also:
zk = 3√8.{cos((π+2kπ)/3)+isin((π+2kπ)/3)}  , k=0,1,2
z1 = 2.{cos(π/3) + i sin(π/3)} = 1 + √3 i ,
z2 = 2.{cos(π) + i sin(π)} = -2 ,
z3 = 2.{cos(5π/3) + i sin(5π/3)} = 1 - √3 i 

Aufgabe 4: Untersuchen Sie für die reelle Funktion 
 
f(x) = (2x4+3x3+3x2+3x+1)/(2x5+x4+2x3+x2-4x-2) 
die Grenzwerte  lim f(x)  für  a) x→ -1, b) x→ -1/2, c) x→ +1  und d) x→∞ Geben Sie  e)  alle Singularitäten an und  f)  entscheiden Sie, welche davon Pole, welche davon hebbar sind.

Lösung:
Mit den Bezeichnungen  g(x) = 2x4+3x3+3x2+3x+1  und  
h(x) = 2x5+x4+2x3+x2-4x-2  für das Zähler- bzw. Nennerpolynom gilt:
a) x→ -1: f(-1) = g(-1)/h(-1) = "0/0"   f  ist an der Stelle x=-1 nicht definiert
limx→-1f(x) = limx→-1g(x)/h(x) = nach l'Hospital = limx→-1g'(x)/h'(x) =
limx→-1(8x3+9x2+6x+3)/(10x4+4x3+6x2+2x-4) = -2/6 = -1/3
b) x→ -1/2: f(-1/2) = g(-1/2)/h(-1/2) = "0/0"   f(-1/2)  ist nicht definiert !
limx→-1/2f(x) = limx→-1/2g(x)/h(x) = nach l'Hospital = limx→-1/2g'(x)/h'(x) =
limx→-1/2(8x3+9x2+6x+3)/(10x4+4x3+6x2+2x-4) = 5/4 / -54/16 = -10/27
c) x→ 1: f(1) = g(1)/h(1) = "12/0"   f  ist an der Stelle x=1 nicht definiert !!
wegen  limx→1-0f(x) = limx→-1-0g(x)/h(x) = - ∞  und  limx→1+0f(x) =
limx→1+0g(x)/h(x) = + ∞  existiert der Grenzwert nicht.
d) x→ ∞: limx→∞f(x) = limx→∞g(x)/h(x) = limx→∞x4(2+3/x+3/x2+3/x3+1/x4)/(x5(2+1/x+2/x2+1/x3-4/x4-2/x5)) = 
limx→∞1/x . limx→∞(2+3/x+3/x2+3/x3+1/x4)/(2+1/x+2/x2+1/x3-4/x4-2/x5)=
 0.2/2 = 0     wegen  limx→∞1/xα = 0  für α=1,2,3,4,5 
e) Singularitäten sind nach a),b) und c) :   x=-1, x=-1/2  und  x=1  . Weitere reelle Nullstellen des Nenners gibt es nicht (siehe Horner-Schema)
f) hebbar sind davon  x=-1  und  x=-1/2  nach a) und b), x=1 ist Pol nach c)
Die Auswertung und Faktorzerlegung der Polynome  g(x)  und  h(x)  erfolgt am besten mittels des Horner-Schemas:
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Für das Zähler- und Nennerpolynom ergibt sich also die Faktorzerlegung:
g(x) = (2x2+2)(x-(-1))(x-(-1/2)) = 2 (x2+1)(x+1)(x+1/2) = (x2+1)(x+1)(2x+1), 
h(x) = (2x2+4)(x+1)(x+1/2)(x-1) = (x2+2)(x+1)(2x+1)  und daraus für  f(x):
f(x) = g(x)/h(x) = (x2+1)/[(x2+2)(x-1)]  sofern x ≠ -1, x ≠ -1/2 . Durch Einsetzen von  x=-1,  x=-1/2  in diese Darstellung von  f(x)  ergeben ebenfalls sich die Grenzwerte aus a) und b).

Aufgabe 5: Bestimmen Sie mit den Regeln von l'Hospital  die Grenzwerte:

a) limx→0 x.tan(x)/(1-cos2(x))

b) limx→π arctan(ln(x/π))/sin(x) 

c) limx→1 (3√x2-23√x+1)/(x-1)2

d) limx→0 (cos(x))cot(x) cot(x)
Lösung:
a) limx→0 x.tan(x)/(1-cos2(x)) = "0/0" = limx→0 [x.tan(x)]'/[(1-cos2(x))]' =
limx→0 [tan(x)+x(1+tan2(x)]/[-2cos(x)(-sin(x))] = "0/0" = limx→0 [..]'/[..]' =
limx→0 [1+tan2(x)+1+tan2(x)+2tan(x)(1+tan2(x)]/[2cos2(x)-sin2(x)] = 2/2 = 1 , wenn man stur ableitet. Mit  tan(x) = sin(x)/cos(x), 1-cos2(x) = sin2(x) erhält man leichter: limx→0 x.tan(x)/(1-cos2(x)) = limx→0 x/cos(x) / sin(x) = limx→0 x./(cos(x).sin(x)) = "0/0" = limx→0 1/[cos(x).cos(x) +(-cos(x)).sin(x)] = 1/1 = 1
b) Mit y(x) := x/π, z(y) := ln(y) , dy/dx = 1/π, dz/dy = 1/y
 ist nach der Kettenregel  d(arctan(z))/dx = d(arctan(z))/dz . dz/dy . dy/dx , also  [arctan(ln(x/π))]' = 1/(1+ln2(x/π)).(1/(x/π)).(1/π) = 1/(1+ln2(x/π)).1/x . Jetzt bereitet die Berechnung des Grenzwerts mit der Regel von l'Hospital,
bei der bekanntlich Zähler für sich und Nenner für sich abgeleitet werden, keine Mühe mehr:
limx→π arctan(ln(x/π))/sin(x) = "0/0" = limx→π [1/(1+ln2(x/π)).1/x]/cos(x) = [1/(1+ln2(π/π)).1/π]/cos(π) = [1/(1+02).1/π ]/ (-1) = -1/π
c) limx→1 (3√x2-23√x+1)/(x-1)2 = limx→1 [2/3 x-1/3-2/3 x-2/3]/[2(x-1)] = "0/0" = limx→1 [-2/9 x-4/3+4/9 x-5/3]/2 = 2/9 / 2 = 1/9  oder einfacher:
limx→1 (3√x2-23√x+1)/(x-1)2 = limx→1 (x1/3 - 1)2/(x-1)2 = limx→1 [(x1/3-1)/(x-1)]2 = [limx→1 (x1/3-1)/(x-1)]2 = "0/0" = [limx→1 (1/3x-2/3/1]2 = [1/3]2 = 1/9
d) Es ist limx→0 (cos(x))cot(x) cot(x) = limx→0 eln(cos(x))cot(x) cot(x) = limx→0exp(...) = exp(limx→0ln(cos(x)).cot2(x))  wegen der Stetigkeit der e-Funktion (hier auch mit exp(..) bezeichnet). Der ursprüngliche Grenzwert ist zunächst genau so unbestimmt  "1∞" , wie der des Exponenten:
limx→0ln(cos(x)).cot2(x) ="0.∞" = limx→0ln(cos(x))/tan2(x) = "0/0". Mit l'Hospital und Kettenregel folgt  ...= limx→0 [1/cos(x) (-sin(x))]/[2tan(x)(1+tan2(x)] = limx→0[-1]/[2(1+tan2(x)] = -1/2 .  Also limx→0 (cos(x))cot(x) cot(x) = e-1/2 = 1/√e

Aufgabe 6: Wie lauten Amplitude, Periode und Phasenverschiebung der durch Superposition resultierenden Wechselspannung   U(t) = U1(t) + U2(t) , wenn  U1(t) = 150V sin(ωt+π/2)  und  U2(t) = 100V cos(ωt+3π/2)  ist?

Lösung:
U1(t) = 150V sin(ωt+π/2) = 150V cos(ωt),
U2(t) = 100V cos(ωt+3π/2) = 100V sin(ωt+3π/2+π/2) = 100V sin(ωt)
Lösung über den Imaginärteil (den "Sinus") von:
U(t) := U1(t) + U2(t) = 150V eiωt eiπ/2 + 100V eiωt = eiωt [150V eiπ/2 + 100V] = 
eiωt [150V{cos(π/2)+i sin(π/2)} + 100V] = eiωt [100V + 150V i] = eiωt Aeiφ
mit:  A = √1002+1502 = 180,277V  und  tan(φ) = 150/100 = 3/2, φ = 56,31°
Im(U(t)) = Im(180,277V eiωt ei56,31°) = 180,277V sin(ωt+56,31°)  oder im Bogenmaß (φ = 0.9828) : 
U(t) = 180,277V sin(ωt+0,9828)

Lösung über den Realteil (den "Cosinus") von:
U(t) := U1(t) + U2(t) = 150V eiωt + 100V eiωt ei3π/2 = eiωt [150V + 100V ei3π/2] = 
eiωt [150V + 100V{cos(3π/2)+i sin(3π/2)}] = eiωt [150V - 100V i] = eiωt Aeiφ
mit: A = √1002+1502 = 180,277V  und  tan(φ) = -100/150 = -2/3, φ = -33,69°
Re(U(t)) = Re(180,277V eiωt e-i33,69°) = 180,277V cos(ωt-33,69°) oder im Bogenmaß (φ = -0.588) : 
U(t) = 180,277V cos(ωt-0,588)

In beiden Fällen ergibt sich die selbe überlagerte Wechselspannung:
180,277V sin(ωt+56,31°) = 180,277V cos(ωt+56,31°-90°)
180,277V sin(ωt+0,9828) = 180,277V cos(ωt+0,9828 - π/2)

