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Lösung der Aufgaben:

Aufgabe 1: 

Zeigen Sie für  x (ℝ, x > 0   a)  
 ( 1 + x ) 2 > 1 + 2.x

 und 

b) durch vollständige Induktion für alle  n(ℕ, n > 1 :


(1 + x )n  >  1 + n.x

(Bernoulli-Ungleichung)

Lösung: 
a) ( 1 + x ) 2 = 1 + 2.x + x2 > 1 + 2.x   da  x2 > 0  "weggelassen" wird 
b)(1) Induktionsanfang: Für  n=2  ergibt sich gerade Teil a)
(2) Induktionsannahme: Für  n  gilt die Behauptung  (1 + x )n  >  1 + n.x
(3) Induktionsschluß: Es ist zu zeigen, daß dann (2) auch für  n+1  gilt:
(1 + x )n+1  >  1 + (n+1).x
Es gilt:
(1 + x )n+1 = (1 + x )n.(1 + x )  > (1 + n.x).(1 + x ) = 1 + n.x + x + n.x2 >
 1 + (n+1).x  da n.x2 > 0  und  (1 + x ) > 0  ist.

Aufgabe 2:

Berechnen Sie die komplexen Lösungen   z1, z2 ∊ℂ des linearen Gleichungssystems:




z1 
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i . z2 
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+  
    z2
= 1

Lösung: 
Variante 1:

 z1 = 1 + i z2   aus Gleichung 1 in Gleichung 2 eingesetzt:

1 = (1+i).z1 +  z2 = (1+i).(1+i.z2) +  z2 = 1 + i + i.z2 - z2 + z2 ⇛ -i = i.z2 ⇛z2 = -1
und: 1 = z1 - i.z2 = z1 + i ⇛ z1 = 1 - i
Variante 2:


mit Gauß ergibt sich:
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Aufgabe 3:

Bestimmen Sie mit den Regeln von l'Hospital die Grenzwerte:

a) limx ( 0( sin(x).sinh(x) ) / ( 1 - cos(x) )
b) limx ( 0( ex - 1  - (e-x  + 1) ) / ( tan(x) - x )

c) limx ( ∞( cos(1/x) )x*x
d) limx ( 0 x.tan(x) / ( 1 - cos2(x) )

Lösung: 
a) limx ( 0( sin(x).sinh(x) ) / ( 1 - cos(x) ) = "0/0" =
 limx ( 0(Ableitung des Zählers) / (Ableitung des Nenners) =
 limx ( 0( sin(x).cosh(x) + cos(x).sinh(x) ) / sin(x) = "0/0"= (Variante A:) = 
 limx ( 0( sin(x).cosh(x) ) / sin(x) + limx ( 0( cos(x).sinh(x) ) / sin(x) = 1 + "0/0" =
 1 +  limx ( 0( -sin(x).sinh(x) + cos(x).cosh(x)) / cos(x) = 1 + 1 = 2 (Variante B:)
 limx ( 0(cos(x).cosh(x) + sin(x).sinh(x) - sin(x).sinh(x) + cos(x).cosh(x))/cos(x) = limx ( 02cosh(x) = 2
b) ) limx ( 0( ex - 1  - (e-x  + 1) ) / ( tan(x) - x ) = "-2/0" divergiert gegen  -∞
Gedacht war die Aufgabe:  limx ( 0( ex - x  - (e-x  + x) ) / ( tan(x) - x ) = "0/0" =
 limx ( 0( ex - 1  - (-e-x  + 1) ) / ( 1 + tan2(x) - 1 ) = limx ( 0( ex + e-x  - 2) / tan2(x) = "0/0" = limx ( 0( ex - e-x  ) / (2.tan(x)(1 + tan2(x)) = "0/0" =
limx ( 0( ex + e-x ) / (2(1+tan2(x))2 + 4tan2(x)(1 + tan2(x))) = 2/2 = 1
c) limx ( ∞( cos(1/x) )x*x = "1∞" = limx ( ∞ ex*x*ln(cos(1/x) = elimx ( ∞x*x*ln(cos(1/x))  mit:
 limx ( ∞x2ln(cos(1/x)) = "0.∞" = limx ( ∞ ln(cos(1/x)) / (1/x2) = "0/0" = ( y:=1/x) =
 limy ( 0ln(cos(y)) / y2 = limy ( 0(1/cos(y) (-sin(y)) / 2y = limy ( 0(-tan(y))/ 2y = "0/0" = limy ( 0(-1)(1 + tan2(y)) / 2 = -1/2 ,  und damit:
 limx ( ∞( cos(1/x) )x*x = e-1/2 = 1/√e
d) limx ( 0 x.tan(x) / ( 1 - cos2(x) ) = "0/0" = 
limx ( 0 ( x(1+.tan2(x)) + tan(x) ) / ( 2sin(x)cos(x) ) = "0/0" = 
limx ( 0 ( (1+.tan2(x)).(1 + 2xtan(x) + 1) ) / ( 2(cos2(x) - sin2(x) ) = 1*2 / 2 = 1
Aufgabe 4:

a) Bestimmen Sie - mit einer Ihnen bekannten Methode - das Polynom kleinsten Grades, das durch die Wertepaare   (-2,0),  (-1,2),  (1,0)  geht.

b) Welches kleinste Polynom ergibt sich, wenn Sie noch das Wertepaar  (0,0) hinzunehmen?

Lösung:
Variante 1:  a) Ein Polynom zweiten Grades mit den Nullstellen x1 = -2  und
x2 = 1  ist  p(x) = (x+2).(x-1) = x2 + x - 2  und (, da der Grad schon richtig ist,) bis auf einen Faktor  a  bereits das gesuchte Interpolationspolynom. Anpassung an den Punkt  (-1,2)  liefert:  2 = a.( (-1)2 + (-1) - 2 ) = a.(-1)  , 
also  a = -1  und   p2(x) = -x2 -x +2  !!!

b) Die dritte Nullstelle  x3 = 0  ergibt mit  p3(x) = (x+2).(x-1).x  bereits das gesuchte Polynom kleinsten Grades wegen  p3(-1) = 2

Variante 2:  Das Schema mit Newtonschen Steigungen zu Teil a) und den erweiterten Teil b) sieht so aus:
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Das Polynom kleinsten Grades durch  (-2,0), (-1,2)  und  (1,0)  lautet:
p2(x) = 0 + 2 (x-(-2)) + -1 (x+2)(x-(-1)) = -x2 - x + 2  .
Noch durch  (0,0)  dazu ergibt :
p3(x) = 0 + 2 (x+2) - (x+2)(x+1) + 1 (x+2)(x+1)(x-1) = x3 + x2 - 2x
Variante 3: Die Lagrange-Interpolation   p(x) : = ∑ni=0yiLi(x)     ist hier auch effektiv, da in der Summe alle Summanden bis auf einen ( bei a) und bei b) !)  wegen  yi = 0  für  i=0,2,3  wegfallen. 

Es bleibt daher  p2(x) = y1.L1,2(x) = 2.(x-(-2))(x-1)/[(-1-(-2))(-1-1)] = -(x+2)(x-1) = -x2 - x + 2  beziehungsweise  p3(x) = y1.L1,3(x) = 2.(x-(-2))(x-1)(x-0)/[(-1-(-2))(-1-1)(-1-0)] = (x+2)(x-1)x =
 x3 + x2 - 2x
Aufgabe 5:

Untersuchen Sie die Funktion 

f(x) =( x2 + 12x + 35 ) / ( x3 + 6x2 + 3x - 10 )

 auf Nullstellen und Singularitäten. 
Was nützt es Ihnen dabei, wenn man Ihnen mitteilt, daß eine Singularität hebbar ist ?

Lösung:

Das Zählerpolynom hat die Nullstellen x1,2 = -6 ± √ 1 = -6 ± 1 = -5, -7. 

Durch Probieren dieser beiden Werte im Nennerpolynom erhält man:
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Die Singularitäten (Nullstellen des Nenners) sind also  x1 = -5, x3 = 1 und 
x4 = -2  Davon ist eine  (x1 = -5)  hebbar (limx →-5f(x) = 1/9), die beiden anderen sind Pole. Die einzige Nullstelle der Funktion  f(x)  ist also  x2 = -7
Aufgabe 6:

Welche harmonische Schwingung ergibt sich durch Superposition (Überlagerung) von einer einfachen Sinus- und Cosinus-Schwingung?
Gesucht sind also  A>0  und  φ  mit:
sin(x) + cos(x) = A sin(x+φ)

Lösung:

Wegen  cos(x) = sin(x+π/2)  läßt sich   sin(x) + cos(x)   mit der Eulerschen Formel als Imaginärteil schreiben:
sin(x) + cos(x) = sin(x) + sin(x+π/2) = Im( e ix + ei(x+π/2)) = Im( e ix(1 + eiπ/2) ) = Im( e ix(1 + i) ) = Im( e ix(√2 e iπ/4) ) = Im(√2 ei(x+π/4)) = √2 sin(x+π/4)

Dabei wurde   eiπ/2 = cos(π/2) + i sin(π/2) = 0 + i.1 = i  und die Polarkoordinaten von  1 + i :   r = |1 + i| = √1+1 = √2 = A,  tan φ = 1/1 = 1,
also φ = π/4  benutzt.

also genau wie bei Variante 1: z2 = -1


und mit der gleichen Aufrechnung


z1 = 1 + i z2 = 1 - i





Also ist x1 = -5 auch Nullstelle des Nennerpolynoms und die restlichen Singularitäten erhält man aus der Gleichung für das Restpolynom: �x2 + x - 2 = 0  zu x3,4 = -½ ± √ 9/4 = -½ ±³/2








