Fachhochschule Karlsruhe



FB NW-Sensorsystemtechnik

Mathematik I





FB SW-Technische Redaktion

 







Klausur WS99/00  vom 17.2.00

Claus-Peter Hugelmann

Aufgabe 1: 

a) Zeigen Sie durch vollständige Induktion:

 (ni=1 (4i-1) = 3+ 7 + 11 +.....+ 4n-1 = 2n2 + n
,
n(IN.

Lösung: 
(1) Induktionsanfang: Für  n=1  ergibt sich: l.S.: 3 = 2*12 + 1 :r.S. 
(2) Induktionsannahme: Für  n  gilt die Behauptung  (ni=1 (4i-1) = 2n2 + n
(3) Induktionsschluß: Es ist zu zeigen, daß dann (2) auch für  n+1  gilt:
(n+1i=1 (4i-1) = 2(n+1)2 + (n+1)
Es gilt:
(n+1i=1 (4i-1) = (ni=1 (4i-1) + 4(n+1)-1 =(2)= 2n2 + n + 4(n+1) -1 = 
2n2 + 4n +2 + n +1 = 2(n+1)2 + (n+1)
Aufgabe 2:

a) Berechnen Sie das Interpolationspolynom kleinsten Grades durch die Punkte   A(1,1) ,   B(2,2)   und   C(3,5).

b) Wie ändert sich das Interpolationspolynom, wenn statt C(3,5)  der Punkt C*(3,1) als Interpolationspunkt gewählt wird?

Lösung:
Das Schema mit Newtonschen Steigungen zu Teil a) sieht so aus:
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Das Polynom kleinsten Grades durch  (1,1), (2,2)  und  (3,5)  lautet:
p2(x) = 1 + 1 (x-1) + 1 (x-1)(x-2) = x2 - 2x + 2  .


Für b) ergibt sich ganz analog:
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Das Polynom kleinsten Grades durch  (1,1), (2,2)  und  (3,1)  lautet:
p2(x) = 1 - 1(x-1) - 1(x-1)(x-2) = -x2 + 4x - 2  .


Aufgabe 3:

Drei (ganzzahlige) Singularitäten der rationalen Funktion:
r(x) = (x4 - 10x3 + 35x2 - 50x + 24) / (6x - 11x2 + 6x3 - x4) 
sind hebbar! Was ergibt sich für die (einzige) Polstelle?

a) Wo hat r(x) Definitionslücken, wo gibt es Nullstellen?

b) Wie könnte man 3 Lücken sinnvoll (was ist damit gemeint) schliessen?

Lösung: 
Das Nennerpolynom q(x) = x*(-x3 + 6x2 - 11x + 6)  hat die Nullstelle  x0 = 0, die das Zählerpolynom offensichtlich nicht besitzt. Also, x0 = 0 ist ein Pol!
a) Die Faktorzerlegung des Klammerausdrucks erhält man durch Probieren (da die Nullstellen ganzzahlig sind, kommen (nach Vieta) nur Teiler von 6 in Frage: ±1, ±2, ±3, ±6) und Abdividieren mit dem Hornerschema:
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Damit ergibt sich  q(x) = (-1)*x*(x-1)*(x-2)*(x-3)  und ganz analog für das Zählerpolynom:  p(x) = (x-1)*(x-2)*(x-3)*(x-4)

Die Definitionslücken sind also  x0 = 0 (Pol), und x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3 (hebbare Singularitäten). Die verbleibende Nullstelle des Zählers, x4 = 4, ist dann auch die (einzige) Nullstelle der Funktion.

b) Es ist 
limx(1 r(x) = limx(1 (x-4) / x = -3/1 = -3,
 

limx(2 r(x) = limx(2 (x-4) / x = -2/2 = -1,

 

limx(3 r(x) = limx(3 (x-4) / x = -1/3 

Dies sind auch die sinnvollerweise fortzuschreibenden Werte für eine Fortsetzung von r(x) an den drei Definitionslücken x1, x2, x3. Die neue Funktion wird dadurch auch an diesen Stellen stetig. 

Aufgabe 4:

Bestimmen Sie die Ableitung von der Umkehrfunktion von  cosh(x):

[1,() →ℝ,  x → areacosh(x) .

Gehen Sie dabei von der Beziehung aus, die eine Funktion und ihre Umkehrfunktion definiert und leiten Sie diese mit der Kettenregel ab.

Ersetzen Sie das Argument durch geeignete Umformung der Beziehung:

 


cosh2(x) – sinh2(x) = 1

Lösung:
Aus  x = areacosh(cosh(x))  folgt durch differenzieren:

1 = d(areacosh(cosh(x)))/dx * d(cosh(x))/dx = areacosh´(cosh(x))*sinh(x).

Wegen  sinh(x) = (sinh2(x) = ( cosh2(x) - 1 ergibt sich:

areacosh´(cosh(x)) = 1/sinh(x) = 1 / ( cosh2(x) - 1

Die Ableitung der Umkehrfunktion von  cosh(x) ist also:

areacosh´(x) = 1 / ( x2 - 1

Aufgabe 5:

Bilden Sie jeweils die erste Ableitung von

a) f(x) = ( 1/x )1/x





b) g(x) = arcsin(cos(x))

Bestimmen Sie die Grenzwerte
c) limx(π ( sin(x)*cos(x) ) / ( x*ln(x/π) )

d) limx(1 ( x / (x – 1) – 1 / ln(x) )

Lösung:
a) f(x) = ( 1/x )1/x = exp(ln(1/x)*1/x) = exp(ln(1/x) / x) = exp(-ln(x) / x)

f´(x) = exp(ln(1/x)*1/x)* [-ln(x) / x]´ = ( 1/x )1/x*[ ( x*(-1)/x +1*ln(x) ) / x2 ] ]´ =
f´(x) = ( 1/x )1/x*(ln(x)-1)/x2
b) g´(x) = arcsin´(cos(x))* cos´(x) = 1/(1-cos2(x) * ( - sin(x)) = 
g´(x) = 1/sin(x) * (-sin(x)) = -1 (konstant !?!)
(Das ist aber nicht verwunderlich, da cos(x) = sin(π/2-x), also 

g(x) = arcsin(cos(x)) = arcsin(sin(π/2-x)) = π/2 - x

c) limx(π ( sin(x)*cos(x) ) / ( x*ln(x/π) ) = "0*(-1)/(π*ln(1))" = "0/0" = 
(l´Hospital:) limx(π(cos(x)*cos(x) - sin(x)*sin(x))/(1*ln(x/π) + x*1/(x/π)* 1/π) =
limx(π( sin(x)*cos(x) )/( x*ln(x/π) ) = ((-1)*(-1) - 0) / (0 + 1) = 1
d) limx(1( x / (x – 1) – 1 / ln(x) ) = " 1/0 - 1/0 " = " ( - ( " (Hauptnenner!)

limx(1( x*ln(x) - (x-1) ) / ( (x – 1)*ln(x) ) = " 0/0 " =

(l´Hospital:) limx(1( ln(x) + x/x - 1 ) / ( ln(x) + (x-1)/x ) = 
limx(1(ln(x))/(ln(x) + 1 - 1/x) = " 0/0 " = limx(1(1/x)/(1/x + 1/x2) = 1/(1+1) = 1/2
Aufgabe 6:

Die Kardioide (Herzkurve) hat die Gleichung 

 

( x2 + y2 )2 – 2a*x(x2 + y2 )  = a2y2
Zeigen Sie, daß für a = 4 die Punkte C1(3, 3(3) , C2(3,-3(3)  auf der Kurve liegen und bestimmen Sie ( durch implizite Differentiation ) die Ableitungen der Kurve in diesen Punkten. Was läßt sich daraus vermuten?

[image: image1.wmf]Lösung:


Einsetzen der Punkte ergibt dann:
2*3*36 - 4*36 - 4*2*9 = 0 = ±3(3*{ 16 -2*36 + 4*3*2 }*y´ = ±96(3*y´, 

also y´ = 0  in den Punkten C1(3,3(3) , C2(3,-3(3). Somit hat die Kurve dort eine waagrechte Tangente und  es sind (vermutlich) Extremalwerte (Minimum und Maximum) (Punkte C und D in der Skizze)

Es ist (mit x21,2 = 9, y21,2 = 27, a = 4, a2 =16):�(9+27)2 -8*3(9+27) = 12*36 = 16*27 . Die Punkte C1,2(3,±3(3) liegen also auf der Kurve.


Implizite Differentiation liefert:


2*( x2 + y2 )*(2*x + 2*y*y´) -2*4*( x2 + y2 ) -2*4*x*(2*x + 2*y*y´) = 16*2*y*y´  und daraus:


2*x*( x2 + y2 ) - 4*( x2 + y2 ) - 4*2*x2 = �y*y´*{ 16 -2*( x2 + y2 ) + 4*x*2 }








