Finanzmathematik

1.Verzinsung 

1.0. Bezeichnungen

K0 = Anfangskapital (Barwert B)

Kn  = Endkapital nach  n  Zinsperioden

n = Anzahl der Zinsperioden

p = vereinbarter Zinssatz in %(Zinsfuß) 
je Periode

i = vereinfachter Zinssatz in €   i = p/100 
je Periode

q = Aufzinsfaktor (  q =  1 + i)

Z = entstehende Zinsen

1.1 einfache Verzinsung

Kn  = K0*(1 + i*n) 
mit Zinssatz  i  pro Periode

speziell bei T Zinstagen (ein a (anno) hat 12 * 30 Tage = 360 Zinstage):

KT  = K0*(1 + i*T/360) 
mit Jahreszinssatz  i  

Umstellen der Formeln

B = K0  = Kn / (1 + i*n) 
B = K0  = KT / (1 + i*T/360)
i = (Kn/K0 –1) / n 

i = (KT/K0 –1) * 360/T

n = (Kn/K0 –1) / i 

T = (KT/K0 –1) * 360/i

Zinsen bei Kontobewegungen:

Beispiel ( p = 2%  , i = 0.02) mit folgenden Buchungen:

	31.12.
	Kontostand
	3000 €

	22.1.
	Einzahlung
	1400 €

	15.3.
	Auszahlung
	2000 €

	30.6.
	Auflösung des Kontos
	


a) Staffelmethode: (Zinszahl  =  T*K0/100  Zinsteiler  =  360 / p)

	Datum
	Saldo
	Tage
	Zinszahl
	Zinsen

	31.12.
	3000 €
	22
	660
	3,67 €

	22.01.
	4400 €
	53
	2332
	12,95 €

	15.03.
	2400 €
	105
	2520
	14,00 €

	30.06.
	Summe:
	5512
	30,62 €


b) progressive Methode

	Datum
	Betrag
	Tage
	Zinsen

	31.12.
	3000 €
	360
	60,00 €

	22.01.
	1400 €
	338
	26,29 €

	15.03.
	-2000 €
	285
	-31,67 €

	30.06.
	-2400 €
	180
	-24,00 €

	
	Summe:
	30,62 €


Kapital + Zinsen bei regelmäßigen Einzahlungen:

SmV = C*(m + i*(m+1)/2)  pränumerando (vorschüßig)



SmN = C*(m + i*(m-1)/2)  postnumerando (nachschüßig)

1.2. Zinseszins

Werden die Zinsen einer Zinsperiode in der nächsten Periode mitverzinst, so spricht man von Zinseszins(-rechnung). Ein Kapital K0 verzinst sich demnach gemäß:

K1  = K0*(1 + p/100) = K0*(1 + i) = q*K0 

K2  = K1*(1 + i) = K0*(1 + i)2 = q2*K0
…

Kn  = Kn-1*(1 + i) = … = K0*(1 + i)n = qn*K0
Man beachte:

(1 + i)n = 1 + n*i + n*(n-1)/2 i2 + …

 ____  = Anteil aus einfacher Verzinsung

Bei Krediten wird häufig Zinseszinsberechnungen für Unterperioden (Monat, Vierteljahr, Halbjahr) durchgeführt:

i Jahreszinssatz (sog. relativer (oder nomineller) Zinssatz),

m = Anzahl der Unterperioden in einem Jahr ( z.B: m = 12, 4, 2)

irel = i/m    Zinssatz für eine Unterperiode

Dann ergibt sich für das Kapital nach einem Jahr:

K1 = K0*(1 + irel)m = K0*(1 + i/m)m
Dies entspricht einem tatsächlichen konformen (oder effektiven) Jahreszins von:

ikon = (1 + irel)m –1 = (1 + i/m)m - 1  

Beim Grenzübergang  m ( (  für die Unterteilung in unendlich viele Unterperioden spricht man dann von stetiger Verzinsung: 

lim m ((( 1 + i/m)m  = ei , also   Kn  = ei*n *K0
2.Rentenrechnung

Eine Rente ist eine feste Zahlung  E  , die zu bestimmten Zeitpunkten 
(in der Regel am Anfang oder am Ende einer Zinsperiode oder Unterperiode) geleistet wird.

Der Rentenendwert   R  stellt den Gesamtbetrag aller Zahlungen einschließlich deder Zinsen nach  n  Perioden  (mit K0=0)  dar:

RnV = (qn – 1)/(q - 1)*q*E
(vorschüßig)

RnN = (qn – 1)/(q - 1)*E

(nachschüßig)

Als Barwert einer Rente wird der Betrag  B  bezeichnet, der zu Beginn aufgebracht werden müsste, um n Perioden lang eine Rente  E  zu erhalten:

Mit  Kn = K0*qn = B*qn = Rn 
gilt:  B(V,N) =  R(V,N)/qn   

Ist noch zusätzlich ein Anfangskapital  K0  gegeben, dann gilt 

KnV = K0*qn + (qn – 1)/(q - 1)*q*E
(vorschüßig)

KnN = K0*qn + (qn – 1)/(q - 1)*E
(nachschüßig)

(„Sparkassenformeln“)

3. Tilgungsrechnung

3.1 Ratentilgung

Zur Tilgung einer Schuld  K0  , die zu einem Zinssatz  p  ausgeliehen ist, werden für eine fest vereinbarte Laufzeit von  n  Jahren konstante Tilgungsraten gezahlt, die die fälligen Zinsen Zk für das k-te Jahr nicht beinhalten. Dabei gilt:

Q = K0/n

Zk = (K0 – (k-1)*Q)*i

Die Summe aus der Tilgungsrate  Q  und den anfallenden Zinsen  Zk  

Ak =  Q + Zk 
wird Annuität  genannt. Bei der Ratentilgung bleibt die Tilgungsrate   Q  für die gesamte Laufzeit konstant, während die Annuität (wie die Zinsen) monoton fällt.

3.2 Annuitätentilgung

Zur Tilgung einer Schuld  K0  , die zu einem Zinssatz  p  ausgeliehen ist, wird über eine fest vereinbarte Laufzeit am Anfang oder am Ende jeder Zinsperiode ein gleichmäßiger Betrag bezahlt, der Zinsen und Tilgung abdeckt.

(Aus der Sparkassenformel mit  A = -E  und Kn = 0 – nach A aufgelöst: )

AV = qn-1*(q – 1)/( qn - 1)* K0
(vorschüßig)

AN = qn*(q – 1)/( qn - 1)* K0
(vorschüßig)

Ein Überblick über den Fortschritt der Rückzahlung des Darlehens bietet der Tilgungsplan.

Beispiel: Kredit über 20.000 €  zu 8% Jahreszins, der in 6 Jahren durch Annuitätentilgung jeweils am Ende eines jeden Jahres zurückzuzahlen ist. 

AN = 1,086*0,08/(1,086-1)*20000 € = 1,58687*1600/0,58687 = 4326,31 €
	Jahr
	Schuld
	Zinsen
	Tilgung
	Annuität
	Restschuld

	1
	20.000,00 €
	1.600,00 €
	2.726,31 €
	4.326,31 €
	17.273,69 €

	2
	17.273,69 €
	1.381,90 €
	2.944,41 €
	4.326,31 €
	14.329,28 €

	3
	14.329,28 €
	1.146,34 €
	3.179,97 €
	4.326,31 €
	11.149,31 €

	4
	11.149,31 €
	891,94 €
	3.434,37 €
	4.326,31 €
	7.714,94 €

	5
	7.714,94 €
	617,20 €
	3.709,11 €
	4.326,31 €
	4.005,83 €

	6
	4.005,83 €
	320,47 €
	4.005,84 €
	4.326,31 €
	 -0.02 €


Bei der Annuitätentilgung bleibt die Annuität  A  für die gesamte Laufzeit konstant, während die Tilgung monoton steigt.

