§1 Folgen und Grenzwerte

Grundlegende Definitionen und Bezeichnungen

Eine fortlaufende Anordnung reeller Zahlen: 
 



(an)n = a1, a2, a3, a4, a5, ...
 geordnet durch eine Indizierung (etwa  1,2,3, ...) nennt man eine reelle Zahlenfolge oder kurz Folge. Die Zahlen  a1, a2, .. heißen Glieder der Folge,  an  ist das n-te Glied der Folge.

Beispiele

1. (an)n =1, 2, 3, 4, ...



an = n

2. (an)n = 1, 1/2, 1/3, 1/4, ...


an = 1/n

3. (an)n = -1, +1, -1, +1, .....


an = (-1)n
4. (an)n = 2, 2, 2, 2, ....



an = 2

5. (an)n = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 ..

an = "n-te Primzahl"

6. (an)n  = 0.1, 0.11, 0.111, 0.1111, ...
a1 = 10-1, an = an-1 + 10-n
Links sind jeweils die Folgen durch Aufzählung erklärt, rechts steht das "Bildungsgesetz" für das allgemeine (n-te) Glied. Dies kann, wie im letzten Fall, auch rekursiv gegeben sein.

Grenzwert- und Konvergenzbegriff nach CAUCHY

Eine reelle Zahl  a  heißt Grenzwert oder Limes einer Zahlenfolge  (an)n , wenn es zu jedem   ε > 0   eine natürliche Zahl  N = N(ε)  gibt , so daß für alle  n≥N  gilt: 



|an - a| < ε  .
Eine Folge heißt konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt. 
Man schreibt dann
an→a, n→∞
oder

limn→∞an = a  .

Eine Folge heißt divergent, wenn sie keinen Grenzwert besitzt.

Beispiele 

Es gilt für die 2. Folge von oben:  limn→∞1/n = 0  ,(eine sogenannte Nullfolge),  für die 4. Folge:  limn→∞2 = 2,    und   limn→∞0.1111.... = 1/9  für die 6.Folge,  die anderen Folgen oben sind nicht konvergent, also divergent!

Bei der 3. Folge  ( (-1)n )n  scharen sich unendlich viele Folgenglieder um die Werte  -1  und  1  , solche Punkte heißen Häufungspunkte, aber einen Grenzwert gibt es nicht. Es gilt nämlich der

Satz:  Eine konvergente Folge hat genau einen Grenzwert.

Gibt es zu jeder beliebigen Zahl  A∈ℝ  ein  N  mit  an>A  (an<A)  für alle n≥N, dann heißt die Folge bestimmt divergent gegen  ∞  (-∞).

Die Folge  mit  an = n  ist bestimmt divergent, die  Folge mit  an = (-1)n  nicht.
Auch die Folge der (Partial)-Summen  an = ∑ni=1 1/i  ist bestimmt divergent, wenngleich dies auf einem Rechner auch kaum nachprüfbar ist! (Harmonische Reihe)

Konvergenzkriterium für monotone Folgen

Ein wichtiges Kriterium für die Konvergenz einer Folge ist:
Sei  (an)n  eine Folge mit den Eigenschaften 
(1) an ≤ an+1

bzw.

an ≥ an+1

(Monotonie) und
(2) an ≤ A


bzw.

an ≥ A

(Beschränktheit), 
dann konvergiert die Folge gegen einen Grenzwert  a  mit
 
a ≤ A

bzw.

a ≥ A

Beispiele

1. Die Folge  an = (1+1/n)n  ist monoton wachsend und nach oben beschränkt (an<3). Nach dem Monotoniekriterium ist sie konvergent, ihr Grenzwert ist die Eulersche Zahl  e = 2.71828 18284 59045 23536 0287....

2. Die Folge, die durch  a0 = a,  an+1 = 1/2(an+a/an)  gegeben ist, fällt für jedes  a>0  monoton und ist nach unten durch  an>0  beschränkt. Der Grenzwert erweist sich als  √a  . Diese Methode des Babylonischen Wurzelziehens ist als Näherungsalgorithmus in vielen Taschenrechnern programmiert.

Limesrechenregeln

Durch folgende Limesrechenregeln lassen sich viele Grenzwerte leicht(er) berechnen:

Seien (an)n  und (bn)n konvergente Folgen mit  limn→∞an=a  und  limn→∞bn=b. Sei  c∈ℝ  . Dann existieren auch die Grenzwerte links und es gilt:
.
limn→∞c.an = c. limn→∞an = c.a
 
limn→∞(an ± bn) = limn→∞an ± limn→∞bn = a±b
 
limn→∞(an bn) = limn→∞an . limn→∞bn = a.b
 
limn→∞(an / bn) = limn→∞an / limn→∞bn = a / b,
falls bn, b ≠ 0

Ganz leicht läßt sich so der Grenzwert der Partialsummen der geometrischen Reihe  an = ∑ni=0 qi = (1-qn+1)/(1-q)  für  0≤q<1  bestimmen:  Es ist  limn→∞an=1 / (1-q).  Hier scheiterten die Griechen an der Vorstellung, daß die Summe "unendlich" vieler Teile selbst endlich sein kann, wie Xenons Paradoxie von "Achilles und der Schildkröte" belegt.

Sind   (an)n  und (bn)n  zwei konvergente Folgen mit  an < bn  (an > bn) , so darf man auf beiden Seiten der Ungleichung den Grenzübergang  n→∞ , eventuell mit leichten Modifikationen ( < wird durch ≤ (> durch ≥) ersetzt), durchführen, d.h. es gilt:
 limn→∞an ≤ limn→∞bn (limn→∞an ≥ limn→∞bn).

Einschließungskriterium und Intervallschachtelung

Dies führt zu dem Einschließungskriterium:
Besteht für drei Zahlenfolgen  (an)n , (bn)n  und (cn)n die Ungleichung  an≤bn≤cn  und konvergieren  (an)n  und  (cn)n  gegen den selben Grenzwert  c  , so ist auch  (bn)n  konvergent mit dem Grenzwert  c  .

und dem wichtigen Prinzip der Intervallschachtelung:

Sei  I1=[a1,b1], I2=[a2,b2], I3=[a3,b3], ...eine Intervallschachtelung, d.h. eine Folge kompakter Intervalle mit der Eigenschaft, daß jedes Intervall das folgende enthält und die Intervalllängen eine Nullfolge bilden. Dann existiert genau eine reelle Zahl  c  , die allen Intervallen angehört. Diese Zahl ist zu-gleich Grenzwert der Folge der linken und rechten Intervallgrenzen  (an)n , (bn)n:



limn→∞an = c = limn→∞bn  .
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