§1 Funktionen

Grundlegende Definitionen und Bezeichnungen

Sei  D ⊆ ℝ  eine Teilmenge von  ℝ . Unter einer reellen Funktion (Abbildung)  f  auf D versteht man eine Zuordnungsvorschrift
 



f:  D  →  ℝ  ,  x  ↦  f(x)
die jedem  x ∈ D  eindeutig ein Element  f(x) ∈ ℝ  zuweist.

Die Menge  D  heißt Definitionsbereich (Urbild) von f und die Menge  ℝ  der Zielbereich (Bildbereich) von f. Die Menge  W := f(D) := { f(x) , x ∈ D }  heißt der Wertebereich von  f (Bild vonD unter f) . f(x)  nennt man den Funktionswert  oder Funktionsausdruck an der Stelle  x  (Bezeichnung auch  f|x)

Eine Abbildung definiert also eine Teilmenge von  D x W  . Zur geometrischen Anschauung zeichnet man die Menge der Punkte  (x,f(x)) ∈ D x W   in ein Koordinatensystem ein. Man spricht dann auch von dem Graphen  Gf  einer Funktion f :  D  →  ℝ  mit  x  ↦  f(x)  , also :
  Gf := { (x,y) : x ∈ D , y ∈ ℝ , y = f(x) } ⊆ ℝxℝ

Beispiele

1. Das Weg-Zeit-Gesetz beim freien Fall aus einer Höhe s0 mit Anfangsgeschwindigkeit v0 (senkrecht zur Erdoberfläche) 
s(t) = 1/2 g t2 + v0t + s0
2. Die durch eine Ladung Q eines Plattenkondensators induzierte Spannung  U(Q) = Q / C .

3. Die barometrische Höhenformel für den Luftdruck p in Höhe h über dem Erdboden  p(h) = p0 e-(h-H)/H  wenn p0 , ρ0  Luftdruck und -dichte am Erdboden und  H = p0/(ρ0g)  die mittlere Atmosphärenhöhe ist.

4. Die konstante Funktion  f: ℝ → ℝ  , x ↦ f(x) = c

5. Die identische Funktion (Identität) idℝ: ℝ → ℝ  , x ↦ idℝ(x) = x

6. Die Betragsfunktion  abs: ℝ → ℝ  , x ↦ abs(x) = |x| 

7. Die Quadratfunktion  sqr: ℝ → ℝ  , x ↦ sqr(x) = x2
8. Die Wurzelfunktion  sqrt: ℝ≧0 → ℝ  , x ↦ sqrt(x) = √x

9. Die Exponentialfunktion  exp: ℝ → ℝ  , x ↦ exp(x) = ex
10. Die charakteristische Funktion  von  ℚ  in  ℝ  (die man nicht zeichnen kann!):

f: ℝ → ℝ  , x ↦ f(x) = 0 falls x irrational , = 1 falls x rational

Allgemeine Funktionseigenschaften

1. Eine Funktion  f  besitzt in  x0  eine Nullstelle, wenn  f(x0) = 0  ist.

2. Eine Funktion  f  mit symmetrischem Definitionsbereich heißt gerade (achsensymmetrisch)  wenn für alle  x ∈ D  gilt:  f(-x) = f(x)  .
Eine Funktion  f  mit symmetrischem Definitionsbereich heißt ungerade (punktsymmetrisch)  wenn für alle  x ∈ D  gilt:  f(-x) = -f(x)  .

3. Seien  x1  und  x2  zwei beliebige Werte aus dem Definitionsbereich einer Funktion  f: D → ℝ  mit x1 < x2  . Dann heißt f:
monoton wachsend, falls

f(x1) ≤ f(x2).
streng monoton wachsend, falls
f(x1) < f(x2)
monoton fallend, falls


f(x1) ≥ f(x2)
streng monoton fallend, falls

f(x1) > f(x2).
In jedem Fall nennt man  f  eine monotone Funktion.
4. Eine Funktion  f: D → ℝ  heißt periodisch mit Periode  p > 0 , wenn  
f(x + p) = f(x)  für alle  x ∈ D .

Umkehrbare Funktionen

Sei  f: D → Z  eine Abbildung von dem Definitionsbereich  D  in den Zielbereich  Z  mit Wertebereich  W .Dann heißt die Funktion f
(1) injektiv (umkehrbar, eineindeutig), falls gilt  x1 ≠ x2 ⇒ f(x1) ≠ f(x2).
(2) surjektiv ("auf"), falls es zu jedem  y ∈ Z  ein  x ∈ D  gibt mit  f(x) = y  .
(3) bijektiv, falls  f  injektiv und surjektiv ist.

Ist eine Funktion umkehrbar (injektiv) und gibt es zu jedem  y ∈ Z  genau ein x ∈ D (also Z = W) so heißt die ein(ein)deutige Zuordnung  y ↦ x  die Umkehrfunktion (inverse Funktion) von f:   f-1 : Z → D .

1. Jede streng monoton wachsende oder fallende Funktion  f  ist umkehrbar (injektiv).

2. Bei der Umkehrung einer Funktion werden Definitions- und Wertebereich vertauscht.

3. Zu einer Funktion  f  existiert eine Umkehrfunktion genau dann, wenn  f  bijektiv ist.

4. Zeichnerisch erhält man das Schaubild der Umkehrfunktion durch Spiegelung von  f  an der Winkelhalbierenden  y = x  .

Verkettung von Funktionen

Definition Es sei  f: A → B  eine Abbildung von  A  nach  B  und  g: C → D  eine Abbildung von  C  nach  D . Ist  f(A) ⊆ B ⊆ Dg ⊆ C  so wird durch  
g(f(a)) =: h(a) eine Abbildung  h: A → D  von A nach D erklärt, die als  Hintereinander-ausführung oder Verkettung von  f  und  g  bezeichnet wird. (In Zeichen  g ℴ f).

1. Die bijektiven Selbstabbildungen einer Menge  M  auf sich  
{ f | f: M → M , f bijektiv}  bilden bezüglich der Verkettung  ℴ  eine nicht-kommutative Gruppe  mit der Identität  idM  als Einselement und den Umkehrabbildungen  f-1 als Inversen. (f ℴ f-1 = f-1 ℴ f = idM)

(Falls M endlich ist (|M| =n), spricht man von der Permutationsgruppe Sn. Es gilt dann |Sn| = n!)

2. Es sei (V,+,∘) ein Vektorraum ( auch ein Körper mit " ∘ " = " * " ). Dann wird in der Menge  AbbV = { f: V → V } der Abbildungen von V nach V durch die Festsetzung:
(f + g) (x) : = f(x) + g(x)  , (s ∘ f) (x) : = s.f(x)  

eine Addition und eine skalare Multiplikation eingeführt, so daß  (AbbV,+,∘) ein Vektorraum bildet.
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