§2 Funktionsgrenzwert und Stetigkeit

Problemstellung

Es sei   (an)n  eine Zahlenfolge mit dem Grenzwert  a  .  Dann ist die Folge (√an)n  ebenfalls konvergent und hat den Grenzwert  √a  . Da dies für alle Folgen mit dem Grenzwert  a  gilt, macht es Sinn für die reelle Funktion  f(x) = √x den Grenzwert für reelle x   limx→a f(x)   zu definieren. Leider ist dies nicht bei allen Funktionen so:
Für die Heaviside-Funktion  S: ℝ → ℝ , S(x) = 0 für x<0, S(x) = 1 für x≥0
führen die Folgen der Funktionswerte  (S(an))n, (S(bn))n  für die  beiden Nullfolgen  (an)n mit an = 1/n  und  (bn)n mit bn = -1/n  auf unterschiedliche Ergebnisse  limn→∞S(1/n)=1,  limn→∞S(-1/n)=0, eine Festlegung der Art 
limx→0 S(x)  ist daher sinnlos.

Definition

Eine Funktion  f  sei in einem Definitionsbereich  D  definiert und  x0  sei eine reelle Zahl , die als Grenzwert von einer (nicht identischen) reellen Zahlenfolge aus  D  erhalten werden kann. Dann heißt  f  für  x→x0  konvergent, wenn eine reelle Zahl  y0  existiert mit:       Für jede von  x0  verschiedene, gegen x0  strebende Zahlenfolge  x1, x2, x3, .....konvergiert die zugehörige Folge der Funktionswerte  f(x1), f(x2), f(x3), ....stets gegen  y0  :   limn→∞f(xn)=y0  . Man schreibt dann  limx→x0 f(x) = y0  und nennt y0  den Funktionsgrenzwert (Grenzwert der Funktion, Funktionenlimes(?))

Bemerkungen

1. Es wird (ausdrücklich) nicht gefordert, daß  x0  aus dem Definitionsbereich der Funktion ist.
2. Der Grenzübergang  x→x0  bedeutet, daß  x  der Stelle  x0  beliebig nahe kommt, ohne den Wert  x0  anzunehmen!
3. Beschränkt man sich in obiger Definition auf beliebige Folgen  x1, x2, x3, ... mit  xn<x0 (xn>x0)  für alle  n  und existiert dafür dann ein Funktionsgrenzwert  y0  ,so nennt man diesen den linksseitigen (rechtsseitigen) Funktionsgrenzwert und bezeichnet diesen durch 
limx→x0-0f(x) = limh→0f(x-h) = y0 
( (limx→x0+0f(x) = limh→0f(x+h) = y0 ) .

Kriterien für den Funktionengrenzwert

Eine reelle Funktion  f  heißt für  x→x0  konvergent mit Grenzwert  y0  ,
a)
wenn es zu jedem   ε > 0   ein  δ = δ(ε)  gibt mit:

|f(x) - y0| < ε

für alle x mit

|x - x0| < δ .

oder

b)
wenn die links- und rechtsseitigen Funktionslimites existieren und
 
gleich sind:

limx→x0-0f(x) = limx→x0+0f(x)

Beispiele

f: ℝ\{2} → ℝ , f(x) = (x2-2x)/(x-2)  : limx→2-0f(x) = 2 = limx→2+0f(x)  
f: ℝ\{0} → ℝ , f(x) = 1/x  : limx→0-0f(x) = -∞ ≠ ∞ = limx→0+0f(x)

Der Begriff der bestimmten Divergenz läßt sich auch hier ganz analog zu den Zahlenfolgen übertragen.

Ferner gelten wieder vereinfachende Rechenregeln:

Existieren die Grenzwerte  limx→x0f(x)  und  limx→x0g(x)  dann existieren auch die Grenzwerte links und es gilt:
.
limx→x0c.f(x) = c. limx→x0f(x)
 
limx→x0( f(x) ± g(x) ) = limx→x0f(x) ± limx→x0g(x)
 
limx→x0( f(x) . g(x) ) = limx→x0f(x) . limx→x0g(x)
 
limx→x0( f(x) / g(x)) = limx→x0f(x) / limx→x0g(x)  falls  limx→x0g(x) ≠ 0

Entsprechend lassen sich die Sätze zur Ordnungsrelation übertragen. So läßt sich etwa der Einschließungssatz zur Herleitung des Grenzwertes heranziehen: 
 Wegen  tan(x) > x > sin(x)  gilt  cos(x) < sin(x)/x < 1  
und durch Grenzübergang erhält man: limx→0 sin(x)/x = 1  .

Existiert der Funktionsgrenzwert  limx→x0f(x)  für eine Funktion  f  und ist der Punkt  x0  ein Element des Definitionsbereichs D = D(f) , existiert also auch ein Funktionswert  f(x0), so wäre es nur natürlich, wenn beide Zahlen gleich sind:  f(x0) = limx→x0f(x)  .
Dafür prägt man den Begriff der

Stetigkeit

Eine Funktion  f  heißt an einer Stelle  x0  ihres Definitionsbereichs  D(f) stetig, wenn der Funktionsgrenzwert in  x0  existiert und mit dem Funktionswert  f(x0)  übereinstimmt:    f(x0) = limx→x0f(x)

Wenn also 
a) zu jedem   ε > 0   ein  δ = δ(ε)  existiert mit:

|f(x) - f(x0)| < ε

für alle x mit

|x - x0| < δ ,

oder

b) für jede gegen  x0  strebende Argumentenfolge  x1, x2, x3, .... die zugehörige Wertefolge  f(x1), f(x2), f(x3), .... gegen f(x0) konvergiert:
 




limn→∞f(xn) = f(x0) .


Eine Funktion heißt stetig, wenn sie an jeder Stelle ihres Definitionsbereichs stetig ist.

Beispiele

Die Vorzeichenfunktion (Signumfunktion)
sign: ℝ → ℝ , sign(x) = { -1 für x<0, 0 für x=0, +1 für x>0 }
ist an der Stelle  x0 = 0  nicht stetig.

Die Funktion   f: ℝ\{2} → ℝ , f(x) = (x2-2x)/(x-2)  ist an der Stelle  x0 = 2  nicht stetig, weil die Funktion dort nicht definiert ist. Sie läßt sich aber zu einer stetigen Funktion  f*  fortsetzen:
f*: ℝ → ℝ , f*(x) = { (x2-2x)/(x-2) für  x ≠ 2,  2 für  x = 2 }.

Die Heaviside-Funktion (Sprungfunktion)  S: ℝ\{0} → ℝ , f(x) = { 1 für x≥0, 0 für x<0 }, die zur Beschreibung von Einschaltvorgängen dient, hat an der Stelle  x0 = 0  einen Sprung von  0  auf  1 , die Funktion ist dort nicht stetig (und kann auch nicht zu einer stetigen Funktion modifiziert werden), Zwischenwerte existieren dort nicht. Anders bei stetigen Funktionen:

Zwischenwertsatz von BOLZANO: Ist  f  eine in einem beliebigen Intervall erklärte und stetige Funktion, dann wird jede zwischen zwei verschiedenen Funktionswerten  f(a)  und  f(b)  gelegenen Zahl  y0  an mindestens einer Stelle  x0 , zwischen  a  und  b  gelegen, als Wert  f(x0) = y0  angenommen.

Den Limesregeln entnimmt man unmittelbar, daß Summe, Produkt, Quotient (falls die Nennerfunktion keine Nullstelle hat) und skalares Vielfaches stetiger Funktionen wieder stetig ist. Auch der Betrag einer stetigen Funktion oder die n-te Wurzel einer nichtnegativen stetigen Funktion ist als Funktion wieder stetig. Allgemein führt die Hintereinanderausführung stetiger Funktionen stets wieder zu einer stetigen Funktion
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