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Aufgabe 1: 

Zwei Matrizen  A  und  B  heißen Nullteiler, wenn ihr Produkt  A*B  (oder B*A) die Nullmatrix (alle Elemente der Matrix sind gleich 0) ergibt.

Bestimmen Sie das Element  x  in der Matrix  A  so, daß  A  und  B Nullteiler werden.
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Lösung: Es ist:
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Man sieht leicht, daß auch die letzte Spalte von  B*A „verschwindet“ (lauter Nullen enthält) für  x = 13, das Produkt also die Nullmatrix ergibt.

 Aufgabe 2: 

Lösen Sie das bestimmte Integral  der Funktion 
f(x) = - tan(x) = - sin(x) / cos(x)  in den Grenzen von  0  bis  (/4  durch die Substitution   y = cos(x) :

(
(/4
- tan(x) dx


0


Hinweis: der Integrand ist vom Typ   f'(x)/f(x)

Lösung: Mit der Substitution   y(x) = cos(x), dy = - sin(x) dx, 
y(0) = 1, y((/4) = ½(2   erhält man:

(
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 ln(½(2) - ln(1) =  ln(2-½) - 0 = - ½ln(2) = - 0,34657

Aufgabe 3: 

Gegeben ist die Funktion  f(x) = (x-1)(x+1)2  Für welchen Wert von  x  hat die Funktion ein lokales Minimum ?

Lösung: f(x) = (x-1)(x+1)2 = x3 + x2 - x - 1

f'(x) = (x+1)2 + (x-1)2(x+1) =(x+1)(x+1+2x-2) = =(x+1)(3x-1) = 0  
 für   x = -1   und  x = 1/3   Wegen f'' (x) = 3x-1+(x+1)*3 = 6x + 2

ist   f''(1/3) = +4 > 0   , also liegt für den Wert   x = 1/3  ein Minimum vor !

Für  x = -1  ist f'' (-1) = - 4 < 0, also hat die Funktion dort ein lokales Maximum!

Aufgabe 4: 

Gegeben ist das lineare Gleichungssystem (LGS):

        x + 2y   + az   =    2

       -x +   y   + 2z   =    3

      2x –   y   – 2z   = – 4

a) Welche Lösung ergibt sich für  a = 3  ?

b) Bestimmen Sie die Determinante der Koeffizientenmatrix (mit a=3)

c) Für welches  a  ist das System nicht mehr eindeutig lösbar?

Lösung: a)  Für  a = 3   ergibt sich 
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c) 
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|
= 1*1*(-2) + 2*2*2 + a*(-1)*(-1) 

    - a*1*2 – 1*2*(-1) – 2*(-1)*(-2) = 4 - a
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Das System ist eindeutig lösbar für D ( 0 , also für  a ( 4
Aufgabe 5: 

Auf einem Konto liegt 7 Jahre  und 3 Monate lang eine Mietkaution in Höhe von 1000 Euro, die mit jährlich 2% nominal verzinst wird.

Berechnen Sie die angefallenen Zinsen 

a) bei gemischter Verzinsung,

b) bei vierteljährlicher Verzinsung,

c) bei monatlicher Verzinsung und 

d) bei kontinuierlicher (stetiger) Verzinsung.

e) Geben Sie bei b) und c) den effektiven Zinssatz an.

Lösung: 

a) K7+1/4 = 1000*(1.02)7*(1+0.02*1/4) = 1000*1.148686 *1.005 = 1154.43

b) K29 = 1000*(1 + 0.02*1/4)7*4+1 = 1000*(1.005)29 =  1155.62

c) K87 = 1000*(1 + 0.02*1/12)7*12+3 = 1000*(1.00166667)87 = 1155.90

d) K7.25 = 1000*(e0.02)7.25 = 1000*1,02027.25 = 1156.04

Die Zinsen sind also : a) 154.43,  b) 155.62,  c) 155.90,  d) 156.04 Euros
die gesuchten effektiven Zinssätze sind  b) 2,015%    und     c) 2,018%
wegen  1.0054 = 1,02015    und    1.0016666712 = 1,0201843

Aufgabe 6: 

Berechnen Sie mittels partieller Integration das unbestimmte Integral der Funktion   f(x) = ln(x) :

( ln(x) dx

Hinweis: Benutzen Sie den Faktor  1  im Integrand !

Lösung: Mit u(x) =ln(x) ( also  u'(x) = 1/x )  und  v'(x) = 1  ( v(x) = x ) liefert die partielle Integraton:

( 1*ln(x) dx = [x*ln(x)] - ( x*1/x dx = [x*ln(x)] - ( 1 dx = [x*ln(x)] – x + C
Aufgabe 7: 

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte nach l'Hospital:

a) limx(0 ( sin(x)/tan(5x) )

b) limx(0 ( (ex – e-x)/x )

c) limx(0 ( (x – sin(x))/x3 )

d) limx(1 ( (1 - cosh(x))/x2 )

Lösung: 

a) limx(0 ( sin(x)/tan(5x) ) = “0/0“ = limx(0 ( cos(x)/(1+tan2(5x))*5 ) = 1/5
b) limx(0 ( (ex – e-x)/x ) = “0/0“ = limx(0 ( (ex + e-x)/1 ) = 2/1 = 2
c) limx(0 ( (x – sin(x))/x3 ) = “0/0“ = limx(0 ( (1 – cos(x))/3x2 ) = “0/0“ = limx(0 ( (+ sin(x))/6x ) = “0/0“ = limx(0 ( ( cos(x))/6 ) = 1/6
d) limx(1 ( (1 - cosh(x))/x2 ) = (1 – cosh(1))/1 = - 0.54308  ist kein echter Grenzwert !           das wäre:       limx(0 ( (1 - cosh(x))/x2 ) = “0/0“ = limx(0 ( ( - sinh(x))/2x ) = “0/0“ = limx(0 ( ( - cosh(x))/2 ) = -1/2
Aufgabe 8: 

Ein Kredit von 10.000 Euro soll binnen 5 Jahren durch einen jährlichen festen Beitrag abgezahlt werden. 

a) Wie ist dieser feste Betrag zu bemessen, wenn ein Zinssatz von 6% pro Jahr (p.a.) angesetzt ist und die Einzahlungen am Ende des Jahres (nachschüssig) erfolgen ?

b) Wie sieht die erste Zeile des Tilgungsplans aus  ?

Lösung: 
a) Die Formel für die feste Annuität A, bei regelmäßigen nachschüssigen Zahlungen bei einem  Zinssatz p und einer Laufzeit  n (in Jahren) lautet für das Kapital  K:

A = K* qn *(q - 1)/( qn - 1)  mit   q = 1 + i = 1 + p/100  .

Mit eingesetzten Zahlenwerten ergibt sich:

A = 10.000*1,065*0,06 / (1,065 -1) * = 13.382,255*0,06 / (1,3382256 - 1) = 802,93535 / 0,3382256 = 2373,96 Euro
b) Der Tilgungsplan sieht dementsprechend folgendermaßen aus:

Jahr
Schuld
Zinsen
Annuität
Tilgung
Restschuld

1
10.000,--
600,--
2373,96
1773,96
8226,04

2
   8226,04
493,56
2373,96
1880,40
6345,64

3
   6345,64
380,74
2373,96
1993,22
4352,42

4
   4352,42
261,14
2373,96
2112,82
2239,60

5
   2239,60
134,38
2373,96
2239,58
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