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Aufgabe 1: 

Bestimmen  Sie die Determinante der Matrix a) A  ,  b) B :

	A=(
	1
	2
	3
	)  ,
	B=(
	0
	1
	-20
	)

	
	4
	5
	6
	
	
	5
	-4
	3
	

	
	7
	8
	9
	
	
	0
	20
	1
	


Lösung:

a) nach Sarrus:

	|
	1
	2
	3
	|
	1
	2
	=1*5*9+2*6*7+3*4*8 - 3*5*7 - 1*6*8 - 2*4*9 =

	
	4
	5
	6
	
	4
	5
	

	
	7
	8
	9
	
	7
	8
	


 


       = 45 + 84 + 96 – 105 – 48 - 72 =225 – 225 = 0
a) mit dem Entwicklungssatz (z.B. 1. Zeile)

	1*|
	5
	6
	| -2*|
	4
	6
	| +3*|
	4
	5
	| = 1*(45-48) –2*(36-42) + 3*(32-35) =

	
	8
	9
	
	7
	9
	
	7
	8
	


 





  = -3 + 12 – 9 = 0
a) nach Gauß

	|
	1
	2
	3
	| = |
	1
	2
	3
	| = |
	1
	2
	3
	| = 0

	
	4
	5
	6
	
	3
	3
	3
	
	3
	3
	3
	

	
	7
	8
	9
	
	6
	6
	6
	
	0
	0
	0
	


b) nach Sarrus:

	|
	0
	1
	-20
	|
	0
	1
	= 0*(-4)*1+1*3*0+(-20)*5*20 - 0*(-4)*(-20)  

	
	5
	-4
	3
	
	5
	-4
	

	
	0
	20
	1
	
	0
	20
	


 




- 20*3*0 – 1*5*1 = -2000 - 5 = -2005
b) mit dem Entwicklungssatz (z.B. 1. Spalte)

	0*|
	-4
	3
	| -5*|
	1
	-20
	| +0*|
	1
	-20
	| = –5*(400 + 1) = -2005

	
	20
	1
	
	20
	1
	
	-4
	3
	


b) nach Gauß

	|
	0
	1
	-20
	| = -|
	5
	-4
	3
	| = -|
	5
	-4
	3
	| = - 5*1*401 = 
        -2005

	
	5
	-4
	3
	
	0
	1
	-20
	
	0
	1
	20
	

	
	0
	20
	1
	
	0
	20
	1
	
	0
	0
	401
	


Aufgabe 2: 

Zeigen Sie 

allein durch Kenntnis der Ableitung  (x)’ = 1  und der Produktregel 

mittels vollständiger Induktion die Ableitung : 
 
(xn)’ = n*xn-1 
 für jede beliebige natürliche Zahl  n 


Lösung:

A(n):  (x n)‘ = n*xn-1
Induktionsanfang:   A(1) : l.S.:(x 1)‘ = x‘ = 1 = 1*1 = 1*x0 = 1*x1-1 :r.S.

Induktionsschritt:  zu zeigen ist  A(n+1):   (x n+1)‘ = (n+1)*xn+1-1 = (n+1)*xn
(xn+1)‘ = (xn*x)‘ = (xn)‘*x + xn*(x)‘ = (wegen A(n) und A(1)) = n*xn-1*x + xn*1 = n*xn + xn = = (n+1)*xn
Aufgabe 3: 

[image: image1.png]



Lösung:

Sei  S  die Seitenlänge der abzuschneidenden Quadrate (0 ( S ( P/2) 

Dann hat die resultierende Schachtel die Abmessungen 
L(änge) = B(reite) = (P-2*S)  ,  H(öhe) = S   
Für das Volumen ergibt sich also:

 V = L*B*H = (P-2S)2*S = SP2 – 4S2P + 4S3 = V(S)

Ein lokales Extremum muß die (notwendige) Bedingung 

(*)  V‘(S) = P2 – 8SP + 12S2 = 0  erfüllen.    Diese ist auch hinreichend für ein Maximum, wenn   V‘‘(S) = -8S + 24S  < 0   ist.

Die Auflöseformel für (*) liefert 
S1,2 = ( -(-8P) ( sqrt(64P2 –4*12P2) )/24 = ( (8P ( sqrt(16P2) )/24 = 
 
= (8P ( 4P)/24

S1 = P/2 
 S2 = P/6

Da  V‘‘(S2) = -8P + 24/6P = -4P < 0   ergibt sich für S2 = P/6  ( = 18/6 =3) ein Maximum. (Für  S = S1 = P/2  ist L = B = 0  , also  V = 0  - ebenso für den „anderen“ Rand  S = 0 )

Aufgabe 4: 

Es bezeichne 

	A = (
	1
	2
	)   ,   b =  (
	5
	)   ,   x =  (
	x1
	)

	
	3
	4
	
	6
	
	x2
	


a) Bestimmmen Sie die Inverse der Matrix A:

b) Lösen Sie (damit) das lineare Gleichungssystem    Ax = b
Lösung:a) 

	1
	2
	5
	1
	0
	----+ *(-3)

	3
	4
	6
	0
	1
	<--+

	1
	2
	5
	1
	0
	

	0
	-2
	-9
	-3
	1
	 : -2

	1
	2
	5
	1
	0
	<--+

	0
	1
	9/2
	3/2
	-1/2
	----+ *(-2)

	1
	0
	-4
	-2
	1
	

	0
	1
	9/2
	3/2
	-1/2
	


Probe:

	A*A-1 = (
	1
	2
	)*(
	-2
	1
	) = (
	1
	0
	) = E

	
	3
	4
	
	3/2
	-1/2
	
	0
	1
	


b)

	A-1*b= (
	-2
	1
	)*(
	5
	) = (
	-4
	) = x

	
	3/2
	-1/2
	
	6
	
	9/2
	


Probe:

	A*x= (
	1
	2
	)*(
	-4
	) = (
	5
	) = b

	
	3
	4
	
	9/2
	
	6
	


Aufgabe 5: 

Auf einem Konto liegt 5 Jahre  und 3 Monate lang eine Mietkaution in Höhe von 1000 Euro, die mit jährlich 3% nominal verzinst wird.

Berechnen Sie die angefallenen Zinsen 

a) bei gemischter Verzinsung,

b) bei vierteljährlicher Verzinsung und 

c) bei monatlicher Verzinsung 

d) Geben Sie bei b) und c) den effektiven Zinssatz an.

Lösung: 
p = 3%, 
i = 0.03 
q = 1.03

a) gK = 1000*(1.03)5*(1+3/12*0.03) = 1000*1,159274*1,0075 = 
1167,97 Euro
b) vK = 1000*(1+¼0,03)21 = 1000*1,169893 = 1169,89 Euro

d)Dabei ist der effektive Jahreszins  
(1+¼0,03)4 –1 = 1,030339 – 1 = 0,03034 = 3,034%
c) mK = 1000*(1+1/12*0,03)63 = 1000*1,17035 = 1170,35 Euro
d)Der effektive Jahreszins ist hier  
(1+1/12*0,03)12 –1 = 1,030416 – 1 = 0,030416 = 3,04%

Aufgabe 6: 

Berechnen Sie den Wert der 10. (in Worten: zehnten) Ableitung der Funktion 

 


f(x) = x8e2x   an der Stelle  x0 = 0

Hinweis: Benutzen Sie dazu die Leibniz-Regel !
Lösung:

f(x) = u(x)*v(x)   mit  u(x) = u(0)(x) = x8  und  v(x) = e2x   

Es ist  u(k)(x) = 8*7*..*(8-k+1)*x8-k  für k = 1,..,8  und  u(k)(x) = 0  für k > 8

Insbesondere ist u(k)(x)|x0 = u(k)(x0) = u(k)(0) = 0  für k = 0,..,7  und  k > 8 .  Nur für  k = 8  ergibt sich u(8)(x)|x0 = u(8)(x0) = 8*7*..*(8-8+1)*x8-8 = 8!
Es ist  v(i)(x) = 2i*e2x und   v(i)(x)|x0 = v(i)(x0) = v(i)(0) = 2i   für i = 0,1,...  .

Mit der Leibniz-Regel:

	f(10)(x) = (u(x)*v(x))(10) = k=0(10 (
	10
	) u(k)(x)*v(10-k)(x)

	
	k
	


bzw.

	f(10)(x0) = (u(x)*v(x))(10)|x0 = k=0(10 (
	10
	) u(k)(x0)*v(10-k)(x0)

	
	k
	


ergibt sich 

	f(10)(x0) = 0 + 0 + ...+ 0 + (
	10
	)*8!*210-8 = 10!/(8!*2!)*8!*22 = 2*10!

	
	8
	


2*10! = 7257600

Aufgabe 7: 

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte nach l'Hospital:

a) limx(0 (cos(ax) –cos(bx))/(3x2)

b) limx(0 ( (1/(2x) – 1/(e2x -1) )

Lösung:

a) limx(0 (cos(ax) – cos(bx))/3x2 = „0 / 0“ = 
limx(0 (-a*sin(ax) - -b*sin(bx))/6x = „0 / 0“ = 
limx(0 (-a2*cos(ax) + b2*sin(bx))/6 = (b2 – a2)/6
b) limx(0 ( 1/(2x) - 1/(e2x-1) ) = „( - (“ = 
(Umformung gemäß   a - b = ( 1/b –1/a )/( 1/(a*b) )

limx(0 ( e2x-1 – 2x)/( 2x*(e2x-1) ) = „0 / 0“ = 
limx(0 ( 2e2x – 2)/( 2*(e2x-1) + 4x*e2x ) = „0 / 0“ = 

limx(0 ( 4e2x )/( 4*e2x + 4*e2x + 8x* e2x ) = 4/(4+4) = 1/2
Aufgabe 8: 

Ein Motorroller im Wert von 6.000 Euro soll binnen 3 Jahren durch einen jährlichen festen Beitrag „abgestottert“ werden. 

a) Wie ist dieser feste Betrag zu bemessen, wenn ein Zinssatz von 5% pro Jahr (p.a.) angesetzt ist und die Einzahlungen am Anfang des Jahres (vorschüßig) erfolgen ?

b) Wie sieht der ausgefüllte (!) Tilgungsplans aus  ?

Lösung:

a) Die vorschüssige Annuität für 3 Jahren bei  5%  berechnet sich zu:

Av = K0*q3-1*(q – 1)/(q3 -1) = 6000*1.052*0.05/(1.053–1) = 6000*1.1025*0.3172 = 2098,33 Euro    

b) Tilgungsplan:

	Jahr
	K am Anfang des J.
	Annuität
	Zins
	K am Ende des J.
	Tilgung

	1.
	6000,00
	2098,33
	195,08
	4096,75
	1903,25

	2.
	4096,75
	2098,33
	99,92
	2098,34
	1998,41

	3.
	2098,34
	2098,33
	0,00
	0.01
	2098,33


Aus einem quadratischen Stück Pappe soll eine nach oben offene Schachtel hergestellt werden.�Dazu werden aus den 4 Ecken Quadrate ausgeschnitten.�Die Pappe ist P = 18 cm lang und breit.�Wie müssen die Quadrate dimensioniert werden, damit das Fassungsvermögen der Schachtel möglich groß ist?�Klebeflächen sollen nicht berücksichtigt werden.
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5

