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Aufgabe 1: 

Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion:

(nk=2 2/(k3-k) = 1/3 + 1/12 + 1/30 + … + 1/(n3-n) = ½ - 1/(n*(n+1))

Lösung: 

Induktionsanfang für n=2:
linke Seite:

(2k=2 2/(k3-k) = 1/3  ,
rechte Seite:
½ - 1/(2*(2+1)) = ½ - 1/6 = 1/3
Also   linke Seite = rechte Seite !

Induktionsschritt:

(n+1k=2 2/(k3-k) = (nk=2 2/(k3-k) + 2/[(n+1)3 – (n+1)] = 
½ - 1/(n*(n+1)) + 2/[n*(n+1)*(n+2)] = 

½ - (n+2) /[n*(n+1)*(n+2)] + 2/[n*(n+1)*(n+2)] = 

½ + [-(n+2) + 2]/[n*(n+1)*(n+2)] = ½ + [-n]/[n*(n+1)*(n+2)] = 

½ + -1/[(n+1)*(n+2)] 

Aufgabe 2: 

Gegeben ist die Matrix:

A = (
  3   2  
)
 


 -1   0  

 

a) Welche Determinante hat die Matrix A ? 

b) Ist die Matrix invertierbar ? 

c) Wie lauten die Eigenwerte von  A ?

d) Bestimmen Sie die zugehörigen Eigenvektoren !

Lösung: 

a) Es ist  det(A) = 3*0 – (-1)*2 = 2

b) wegen det(A) ≠ 0 ist die Matrix invertierbar. Es ist:

A-1 = (
    0     -1  
)
 


 1/2   3/2  

 

det(A-sE) = |
  3-s      2  
| = (3-s)*(-s) – (-1)*2 = s2 -3s +2


    -1   0-s  


c)

Die Determinante verschwindet für s1 = 1 und s2 = 2:

 0 = det(A-sE) = s2 -3s +2 = (s-1)*(s-2)

Dies sind also die Eigenwerte der Matrix  A

(A-s1E)x = (
  2    2  
)(
x1
) = (
2x1 +2x2
) = (
0
)


 -1   -1  

x2

-x1 - x2

0


d)Die zugehörigen Eigenvektoren berechnen sich gemäß

mit der Lösung  x1 = - x2  bzw. 

dem Eigenvektor (x1, x2) = c*(-1,1)  zum Eigenwert   s1 = 1
und 

(A-s2E)x = (
  1    2  
)(
x1
) = (
  x1 + 2x2
) = (
0
)


 -1   2  

x2

  x1 + 2x2

0


mit der Lösung  x1 = - 2x2  bzw.  
dem Eigenvektor (x1, x2) = c*(-2,1)  zum Eigenwert   s2 = 2

Aufgabe 3: 

Eine gerade Strecke  l  ist so rechtwinklig abzuknicken, dass die Enden minimalen Abstand haben. Wie groß sind dann die beiden Schenkel  ?

Lösung: Die beiden Schenkel seien  a und  b  benannt. 

Dann gilt  a + b = l   oder   etwa   b =  l – a .  Der Knickpunkt und die beiden Enden der Strecke bilden ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten  a und  b  . Die Hypothenuse dieses Dreiecks ist dann gerade die gesuchte Verbindung der Streckenenden und berechnet sich nach Pythagoras zu:
c = sqrt (a2 + b2) = √(a2 + b2) =  √(a2 + (l –a)2) = c(a) = ! = min

Es ist   c’(a) = (2a – l)/ √(a2 + (l –a)2) = 0  nur für  a = l/2  

Mit  c’’(a) = [2*√(a2 + (l –a)2) - (2a – l)2/√(a2 + (l –a)2)]/(a2 + (l –a)2)  und 

c’’(a)|l/2 = 2 > 0   ist  die Lösung  a 0 l/2  minimal !

Der Knick erfolgt also genau in der Mitte der Strecke !

(Bemerkung: an Stelle der Funktion c(a) hätte man auch das Minimum der Funktion  c2(a)   suchen können und sich so die Wurzel „erspart“)

Aufgabe 4: 

Ein Kredit von 40.000 Euro soll binnen 4 Jahren durch einen jährlichen festen Beitrag abgezahlt werden. 

a) Wie ist dieser feste Betrag zu bemessen, wenn ein Zinssatz von 8% pro Jahr (p.a.) angesetzt ist und die Einzahlungen am Ende des Jahres (nachschüssig) erfolgen ?

b) Wie sieht der Tilgungsplan aus  ?

Lösung: a) Nach der Formel erhält man für die Annuität:

    AN = qn*(q – 1)/( qn - 1)* K0     Mit:
  n = 4 Jahre  ,  p = 8%  ,  q = 1.08  ,  K0 =40.000  ergibt sich:

AN = 1,084*0,08/(1,084-1)*40.000 = 1,360489/0,360489*3200 = 12.076,83  . Die jährliche Annuitätsrate ist also: AN = 12.076,83 €

b) 

Jahr
Schuld
(Jahresbeginn)
Zinsen
Annuität
Tilgung
Schuld
(Jahresende)

1
       40.000,-- 
  3.200,--
12.076,83
8.876,83
31.123,17

2
31.123,17
2.489,85
12.076,83
9.586,98
21.536,19

3
21.536,19
1.722,89
12.076,83
10.353,94
11.182,25

4
11.182,25
894,58
12.076,83
11.182,25
0,00



   8307,32
48.307,32



1
2

