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Aufgabe 1: 

Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion:

(nk=1 k3 = 1 + 8 + 27 + … + n3 = ¼*n2*(n+1)2
Lösung: 

Induktionsanfang für n=1:
linke Seite:

(1k=1 k3 = 1  ,
rechte Seite:
¼*12*(1+1)2 = ¼*4 = 1
Also   linke Seite = rechte Seite !

Induktionsschritt:

(n+1k=1 k3 = (nk=1 k3 + (n+1)3 = ¼*n2*(n+1)2 + (n+1)3 = 

¼*(n+1)2*[n2* + 4*(n+1)] = ¼*(n+1)2*[n2* + 4n + 4)] =
¼*(n+1)2*(n+2)2 
Aufgabe 2: 

Gegeben sind die beiden linearen Gleichungssysteme:
 
2x + 2y + z = 9


2x + 2y + z = -1
 
  x + ay + z = 4
  und

  x + ay + z =  0
 
        2y + z = 7


        2y + z =  1
a) Lösen Sie die beiden Systeme simultan mit Gauß für a =0 
b) Für welche a ist das LGS immer eindeutig lösbar ? 

Lösung: 

a)

   2      2      1     |    9    |   -1

<--------+
tauschen!

   1      0      1     |    4    |    0

<--------+




   0      2      1     |    7    |    1







--------------------------------------






   1      0      1     |    4    |    0

----------+ (-2)*



   2      2      1     |    9    |   -1

<--------+




   0      2      1     |    7    |    1

--------------------------------------






   1      0      1     |    4    |    0







   0      2     -1     |    1    |   -1

--------- + (-1)*



   0      2      1     |    7    |    1

<--------+

--------------------------------------






   1      0      1     |    4    |    0







   0      2     -1     |    1    |   -1

--------- + (-1)*



   0      0      2     |    6    |    2

<--------+

--------------------------------------






Hier aufrechnen oder „vollständiger“ Gauß

   1      0      1     |    4    |    0







   0      2     -1     |    1    |   -1







   0      0      2     |    6    |    2

durch 2 teilen



--------------------------------------






   1      0      1     |    4    |    0







   0      2     -1     |    1    |   -1

<-----------+




   0      0      1     |    3    |    1

 ------------+
1*



--------------------------------------






   1      0      1     |    4    |    0







   0      2      0     |    4    |   0

durch 2 teilen



   0      0      1     |    3    |    1







--------------------------------------






   1      0      1     |    4    |    0

<- ---------+




   0      1      0     |    2    |    0


      |




   0      0      1     |    3    |    1

------------+
(-)1*



--------------------------------------






   1      0      0     |    1    |   -1

<- ---------+




   0      1      0     |    2    |    0


      |




   0      0      1     |    3    |    1

------------+
(-)1*



--------------------------------------






Man liest die Lösungen nun unmittelbar ab:
x =  1  , y = 2 , z = 3   für das linke System    und

x = -1 ,  y = 0 , z = 1   für das rechte System  

b) Die Determinante der Koeffizientenmatrix erhält man z.B. mit Sarrus:

	det (A ) =
	|
	2
	2
	1
	|
	 = 2*a*1 + 2*1*0 + 1*1*2
  - 1*a*0 - 2*1*2 - 2*1*1 
 = 2a + 0 + 2  - 0 - 4 - 2
 = 2a - 4 

	
	
	1
	a
	1
	
	

	
	
	0
	2
	1
	
	


Die Eindeutigkeit geht verloren, wenn   det(A) = 0   ist , also.
 für  2a -4 = 0   , das heißt   a = 2
Aufgabe 3: 

[image: image1.png]



Aus einem Stück Draht, das 60 cm lang ist, soll eine "Säule" mit quadratischem Grundriss geformt werden. Welches ist das maximal mögliche Volumen der Säule ?

Lösung: 
Die Länge aller zu formenden Seitenkanten ist durch
 

(*)
8a + 4h = 60 
gegeben.  

Das Volumen   V = G*h = a2*h  kann mit Hilfe der nach  
 
h = ¼*(60-8a)  
aufgelösten Nebenbedingung (*) als Funktion von a geschrieben werden: 

 


V(a) = a2*(15 - 2a) = 15a2 – 2a3
Die möglichen (lokalen) Extrema sind durch die Nullstellen der Ableitung   V’(a) = 30a – 6a2  = a*(30 -6a) = 0  also durch  a= 0 oder a = 30/6 = 5  gegeben. 

Die zweite Ableitung  V’’(a) = 30 – 12a  gibt Aufschluss:
 Wegen  V’’(0) = 30 > 0  ist  a = 0  ein Minimum 
(das Volumen ist dann 0 !)  und

 Mit  V’’(5) = -30 < 0 ist  a = 5  das gesuchte Maximum !

Es ist  h = ¼*(60-8*5) = 5 = a  , das Drahtgebilde also ein Kubus (Würfel) mit Kantenlänge 5  und einem (maximalen) Volumen von Vmax = 53 cm3 = 125 cm3 
Aufgabe 4: Bestimmen Sie nach den Regeln von de l’Hospital die folgenden Grenzwerte:
a) limx->0  ( sin(x) – tan(x) ) / x3
b) limx->0  ( 1/(x*sin(x)) – 1/x2 ) 
c) limx->1   x1/(x-1) )

Lösung: 
a) limx->0  ( sin(x) – tan(x) ) / x3 = „0/0“ = 
    limx->0  ( cos(x) – (1 + tan2(x) ) / 3x2= „0/0“ = 
    limx->0  ( -sin(x) – 2tan(x)*(1 + tan2(x) ) / 6x = „0/0“ = 
    limx->0  ( -cos(x) – 2{(1 + tan2(x))2 + 2tan2(x)*(1 + tan2(x))} / 6 = 
    -3/6  = -1/2  
b) limx->0  ( 1/(x*sin(x)) – 1/x2 )  ist vom Typ  ∞ – ∞ und muss erst umgeformt werden (Hauptnenner):
     limx->0  ( 1/(x*sin(x)) – 1/x2 ) = limx->0  ( x - sin(x) )/( x2*sin(x) ) =    
     „0/0“ = limx->0  ( 1 - cos(x) )/( 2x*sin(x) + x2*cos(x)) = „0/0“ = 
     = limx->0  sin(x)/( 2sin(x) + 4x*cos(x) - x2*sin(x) ) = „0/0“ =  

= limx->0  cos(x)/(2cos(x)+4cos(x)–4x*sin(x)–2x*sin(x)-x2*cos(x)) = 
1/( 2 + 4) = 1/6
c) limx->1   x1/(x-1)   ist vom Typ  1∞  und muss ebenfalls erst umgeformt werden:

 limx->1   x1/(x-1)  = limx->1  exp(ln(x)/(x-1)) = exp(limx->1 ln(x)/(x-1)) wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion. 
Für den Grenzwert im Argument gilt nun:

   limx->1 ln(x)/(x-1) = „0/0“ = limx->1 1/x / 1 = 1  ,  also 

limx->1   x1/(x-1)  = exp(limx->1 ln(x)/(x-1)) = exp(1) = e  
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