Berufsakademie Karlsruhe


      Khe, im Januar 2003

Fachrichtung: Wirtschaftsinformatik
Kurs: WWI02G3


Klausuraufgaben zur Vorlesung Mathematik I

C.P.Hugelmann

- Aufgabe 1: 

Die (End-)Produkte P1, P2, und P3 der Firma Änderprice &Co KG werden aus mehreren Einheiten von Zwischenprodukten B1 , B2 , B3   und  B3 gefertigt. Für diese benötigt man wieder diverse Grundprodukte (Ressourcen)  R1 ,R2, R3 gemäß der Tabellen:
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a) Am Lager sind noch je 15 Bauteile von R1 R2 und R3. Welches Produkt ließe sich damit allenfalls zusammenbauen?

b) Wieviel Bauteile von R1 R2  und R3 benötigt man für die Produktion von  10 P1 , 20 P2  und 20 P3 ?

c) Wie groß sind die Materialkosten der 50 Produkte aus b) , wenn die Bauteile R1 für 9 , R2 für 2  und R3 für 1 Euro (pro Stück) zu haben sind ?

d) Welches Produkt P?  ist das teuerste (mit den Preisen aus c) ) ?

Lösung:

a) Wie man an dem Produkt der Verflechtungsmatrizen 

M = M1* M2
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leicht sieht, kann nur Produkt P1 (linke Spalte) mit den jeweils 15 Bauteilen R1 R2  und R3 gebaut werden.

b) Man benötigt 650 Bauteile R1 , 580 R2  und  810 R3 :
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c) Die Materialkosten der 50 Bauteile betragen 7820 Euro :

(
9,
2,
1,
)
(
650
)= 5850 + 1160 + 810 = 7820 Euro
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d) Produkt P3 ist mit  166 Euro   das teuerste:
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Aufgabe 2: 

Berechnen Sie den Inhalt der Fläche, die von den Funktionen  
f(x) = (x   und  g(x) = x2   eingeschlossenen wird 

a) direkt mit beiden Funktionen,

b) unter Berücksichtigung der Symmetrie dieser Fläche bezüglich der 1.Winkelhalbierenden  y = x  . 

Lösung:

Die beiden Parabeln schneiden sich in den Punkten x1= 0 und x2 = 1.

wegen  x1/2 = f(x) = g(x) = x2  
also
 0 = x4 – x  = x(x –1)(x2 + x 1) 

mit zwei reellen Nullstellen x1= 0 und x2 = 1.

Die gesuchte Fläche ist also nach a):

0(1 (f(x)-g(x)) dx = 0(1 (x1/2 - x2) dx = (2/3x3/2 - 1/3x3 0(1 = 2/3 - 1/3 = 1/3
c) Mit der ersten Winkelhalbierenden  w(x) = x  gilt: 

 F = 2*0(1 (w(x)-g(x)) dx = 2*0(1 (x - x2) dx = 2*(1/2x2 - 1/3x3 0(1 = 
2*[1/2 - 1/3] = 2*1/6 = 1/3
Aufgabe 3: 

Bestimmen Sie alle Extrema der Funktion   f(x) = sin2(x)   im Intervall 
[- ( , ( ] und untersuchen Sie auf Minima und Maxima.

Lösung:

Die Ableitung der Funktion ist   f‘(x) = 2sin(x)*cos(x)  und dieses Produkt ist genau dann  = 0  wenn cos(x) = 0 (x1 = -(/2 , x2 = +(/2)  oder  
 wenn  sin(x) = 0  (x3 = -( , x4 = 0 , x5 = ()  ist.

Zur Untersuchung, ob (überhaupt) ein Maximum oder Minimum vorliegt, setzen wir in die zweite Ableitung 
 f‘‘(x) = 2cos(x)*cos(x) + 2sin(x) (-sin(x)) = 2(cos2(x) – sin2(x))  ein:

f‘‘(x1) = 2(cos2(-(/2) – sin2(-(/2)) = 2(0 - (-1)2) = -2 < 0 (x1 ist Maximum!)

f‘‘(x2) = 2(cos2((/2) – sin2((/2)) = 2(0 - 12) = 2 < 0 
(x2 ist Maximum!)

f‘‘(x3) = 2(cos2(-() – sin2(-()) = 2((-1)2 - 0) = 2 > 0 (x3 ist Minimum!)

f‘‘(x4) = 2(cos2(0) – sin2(0)) = 2(1 - 0) = 2 > 0 (x4 ist Minimum!)

f‘‘(x5) = 2(cos2(() – sin2(()) = 2((-1)2 – 0) = 2 > 0 (x5 ist Minimum!)

Aufgabe 4: 

Bei einem  Eigenwertproblem  tauchen folgende Fragen auf:

a) Für welche  k  besitzt das homogene lineare Gleichungssystem 

 - (3+k)x   +        2*y
=  0

        - 5x   +  (4-k)*y
=  0

von (x=0, y=0) verschiedene Lösungen ?

(wenn also die Lösung nicht eindeutig ist)

b) Wie sieht in so einem Fall (z.B. k=2) dann die Lösung aus ? 

Lösung:

a) Ein homogenes System hat immer die Lösungen  x = 0 , y=0  und diese Lösung wäre eindeutig, wenn die Determinante des Systems nicht verschwindet, Für die gesuchte Lösung muß also gelten:

 
| -(3+k)      2  |


   det
|       -5   4-k  |
=  -(3+k)*(4-k)  – (-5)*2 = k2 - k - 2 = 0

für k1,2 = 1/2 ± (1/4 + 8/4  = -1 ,2

 k = -1  und  k = 2  sind also die gesuchten Eigenwerte

b) Für k = 2 ergibt sich das System:

 -5x  +  2*y
=  0
 ----+(-1)*

 -5x  +  2*y
=  0
 <--+

 -5x  +  2*y
=  0
 
0
=  0

mit der Lösung:

 y = 5s , x = (0 + 2*5s)/5  also 

(
x
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2
)
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Aufgabe 5: 

Ein Darlehen von 5.000 Euro soll 3 Jahre und 9 Monate lang zu einem nominellen Zinssatz von  4%  pro Jahr (p.a.) verzinst werden. Wie hoch ist das Endkapital bei

a) jährlicher (gemischter) Verzinsung,

b) vierteljährlicher Zinsgutschrift,

c) monatlicher Zinsgutschrift ?

Geben Sie bei b) und c) jeweils den effektiven Jahreszins explizit mit an !

Lösung: 
p = 4%, 
i = 0.04 
q = 1.04

a) gK = 5000*(1.04)3*(1+9/12*0.04) = 5000*1,124864*1,03 = 
5793.05 Euro
b) vK = 5000*(1+¼0,04)15 = 5000*1,1609689 = 5804.84 Euro

Dabei ist der effektive Jahreszins  *(1+¼0,04)4 –1 = 1,0406 – 1 = 0,0406 = 4,06%
c) mK = 5000*(1+1/12*0,04)45 = 5000*1,1615445 = 5807.72 Euro
Der effektive Jahreszins ist hier  *(1+1/12*0,04)12 –1 = 1,0407415 – 1 = 0,0407415 = 4,074%

Aufgabe 6: 

Finden Sie mittels partieller Integration das unbestimmte Integral der Funktion   f(x) = sin2(x)  . (Hinweis: beachten Sie im Verlauf der Rechnung  die Beziehung   cos2(x) = 1 - sin2(x) )

Lösung:

Mit  u'(x) = sin(x)  (also u(x) = -cos(x)) und v(x) = sin(x)  (v'(x) = cos(x)) liefert die partielle Integration:
(sin2(x)dx = -cos(x)sin(x) - (-cos(x)cos(x)dx = -cos(x)sin(x)+ (cos2(x)dx = -cos(x)sin(x) + ((1 - sin2(x)) dx = -cos(x)sin(x) + (1 dx - (sin2(x) dx = = -cos(x)sin(x) + x - (sin2(x) dx 
und daraus:

2(sin2(x)dx = -cos(x)sin(x) + x
bzw.

(sin2(x)dx = ½(x -cos(x)sin(x)) +C
Aufgabe 7: 

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte nach l'Hospital:

a) limx(0   ( 1/x – 1/sin(x) )

b) limx(1   ( ln(x)-x+1 ) / (x-1)2
Lösung:

a) limx(0   ( 1/x – 1/sin(x) ) = limx(0 (sin(x) –x) / (x*sin(x)) = „0 / 0“ = limx(0 (cos(x)-1)/(sin(x) + x*cos(x)) = „0 / 0“ =
limx(0 (-sin(x))/(cos(x) + cos(x) + x(-sin(x)) = 0 / 2 = 0
b) limx(1 ( ln(x)-x+1 ) / (x-1)2 = „0 / 0“ = limx(1 (1/x – 1) / 2(x-1) = „0 / 0“ = limx(1 -1/x2 / 2 = -1/2
Aufgabe 8: 

Für die Begleichung einer Schuld bestehen zwei Alternativen 

A Es sind je 4000 Euro in 8 Jahren vorschüssig (am Anfang jeden  Jahres) 

oder

B nach 4 Jahren ein einmaliger Betrag von K = 32000 Euro (mit anschliessender  4-jähriger Verzinsung) 

zu zahlen. Dabei wird in beiden Fällen eine jährliche Verzinsung von 5% zugrunde gelegt.

a) Bei welcher Variante (A oder B) ist am Ende der 8 Jahre mehr Kapital angespart worden ?

b) Wie hoch hätte die Einlage  K  in Variante B sein müssen, damit sich das selbe Endkapital wie bei A ergibt ?

Lösung:

a) Variante A :

K0 = E

K1 = q*E

K2 = (E + q*E)*q = q*E + q2*E

K3 = (q*E + q2*E)*q = q*E + q2*E + q3*E

...

K8 = q*E + q2*E + q3*E + ... + q7*E + q8*E = q*E*(1 + q + q2 + ... + q7) =

q*E*(q8 -1) / (q – 1)

Also mit  p = 5% , q = 1.05 , E = 4000 Euro ergibt sich

K8 = 1.05*4000*(1.058-1)/(1.05–1) = 4200*0.477455/0.05 
 
= 40106.26 Euro

Variante B  mit K =32000 Euro:

K8 = K*q4 = 32000*1.054 = 32000*1.215506 = 38896.20 Euro

Variante A liefert also einen höheren Betrag.

b) Damit der höhere Betrag auch durch Variante B  erzielt wird, muß die Gleichung  K8 = K*q4  mit dem höheren K8  nach  K  aufgelöst werden:

K = K8 / q4 = 40106.26 / 1.215506 = 32995.51 Euro
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