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Aufgabe1:

Drei Verdächtige für den dreisten Einbruch hat Kommissar Spitzohr zum Verhör gebeten. Die drei geben zu Protokoll:

Anton: „Ich war’s nicht“ – „Bernd war’s“ – „Claus war beim mir zur fraglichen Zeit“

Bernd: „Ich war’s nicht“ – „Anton hat dreimal gelogen“ – „Claus hat kein Alibi“

Claus: „Ich war’s nicht“ – „Anton war’s“ – „Ich war allein zu Hause“

Das riecht nach einer ganzen Latte voller Lügen denkt sich der Kommissar. Wer von den dreien war tatsächlich der (Einzel-)Täter, wenn möglichst oft gelogen wurde?

Lösung:

Wenn Anton der Täter war, dann sind seine 3 Ausagen falsch, während Bernd und Claus mindestens 2 richtige Aussagen machen. Also maximal 5 Aussagen sind dann falsch.

Wenn Bernd der Täter war, dann sind zumindest seine beiden ersten Aussagen falsch und Claus zweite ebenfalls. Dafür sind Claus erste und die beiden ersten Antworten von Anton richtig. Entweder war nun Claus allein zu Hause, hat also kein Alibi und Anton lügt (4 mal gelogen) oder er war nicht allein und hat ein Alibi (5 Lügen, wenn damit Anton gemeint war - spitzfindige Bearbeiter dieser Aufgabe meinen allerdings Claus war bei Dieter und es ergibt sich so ein Gleichstand von 6 Lügen mit:)

Wenn Claus der Täter war, dann lügt er dreimal, Anton zweimal und Bernd einmal, also sind dann insgesamt 6 Aussagen falsch.

Ohne Spitzfindigkeit (eigentlich eine Tugend der Logik) ist Claus klar der Kandidat für die Täterschaft, aber auch das Finden der Alternative wurde mit maximal 4 Punkten belohnt.

Aufgabe2:

Es seien  f: A ( B  und g: B ( A  Abbildungen. Überlegen Sie (keine Beweise), welche der folgenden Aussagen wahr sind:

a) Wenn f surjektiv ist, hat  A  mindestens soviel Elemente (ist A mindestens so mächtig) wie  B .

b) Wenn f injektiv ist, hat  B  mindestens soviel Elemente (ist B mindestens so mächtig) wie  A .

c) Wenn A und B endlich sind mit gleicher Anzahl an Elementen, dann ist f genau dann injektiv, wenn f  surjektiv ist.

d) Wenn f injektiv ist, dann folgt aus f(a) = f(b) sofort  a = b  .

e) Wenn f injektiv ist, dann folgt aus f(a) ( f(b) sofort  a ( b  .

f) Wenn f injektiv ist, dann folgt aus a = b sofort  f(a) = f(b)  .

g) Wenn f injektiv ist, dann folgt aus a ( b sofort  f(a) ( f(b)  .

h) Wenn  g ( f =  idA  ( Identität von A:  idA: A ( A,  a ( a), dann ist f surjektiv .

i) Wenn  g ( f =  idA  , dann ist g injektiv .

j) Wenn  g ( f =  idA  , dann ist f bijektiv .

Lösung:

Im Schnelldurchgang:

a) wahr
b) wahr
c) wahr 
d) wahr
e) falsch
f) falsch
g) richtig
h) falsch
i) falsch
j) falsch

Zur Begründung

a) Wenn f surjektiv ist, wird jedes Element b von B von mindestens einem Element aus A getroffen, und da keines dieser Elemente aus A gleichzeitig auf mehr als ein Element zeigen kann, ist die Menge dieser Urbilder schon mal so mächtig wie B. F muß nun aber nicht unbedingt injektiv sein, es kann also zusätzlich Elemnte in A gebe, die wiederholt auf Elemente von B weisen, A ist also mindestens so mächtig wie B.

b) Wenn f injektiv ist, dann ist die Abbildung von A in das Bild unter f :  f(A)  sogar surjektiv, also eine Bijektion und  B enthält mit der Untermenge  f(A)  eine Teilmenge die bereits gleichmächtig zu A ist. B selbst muß dann mindestens gleichmächtig zu A sein.

c)Ist f injektiv, dann ist bereits f(A) gleichmächtig mit A nach b) und da A endlich ist hat f(B) also die gleiche Anzahl wie A und damit auch wie B nach Voraussetzung. Aus  f(A) ( B  und  |f(A)| = |B| < ∞   folgt aber  f(A) = B,  also die Surjektivität von f.

Ist  f  nicht injektiv, werden also wenigstens zwei verschiedene  a1 , a2  auf ein und daselbe b abgebildet, so muß die endliche Menge aller Bilder  f(A)  kleiner als A und damit kleiner als B sein, also ist f(A) eine echte Teilmenge von B  und  f  ist nicht surjektiv.  f  nicht injektiv folgt  f nicht surjektiv  entspricht aber logisch der Folgerung f surjektiv folgt  f injektiv  und  mit der oben gezeigten Umkehrung erhält man:

f  ist (unter der Anzahlbedingung) genau dann surjektiv, wenn  f  injektiv ist.

d) Das ist genau die Definition von Injektivität für eine Funktion  f  .

e) Diese Subjunktion ist falsch, denn die Conclusio:  Aus  f(a) ( f(b)  folgt  a ( b  
ist für beliebige Funktionen richtig, auch für nicht injektive !.

f) Hier gilt das eben Gesagte: Die Conclusio ist richtig für alle Abbildungen (kein Element von A kann zwei verschieden Bilder haben), die Subjunktion ist falsch.

g) Ist die alternative Definition (siehe d) ) der Injektivität  gemäß  X ( Y ( (Y ( (X

h) ist falsch, wie das folgende Gegenbeispiel zeigt:
Sei A = {1,2} , B= {a,b,c} , f: A ( B  mit  f(1)=a und f(2) = b  und g: B ( A  mit g(a) =1 , g(b) =2  und g(c) =2 .  Es gilt tatsächlich g ( f =  idA  , aber weder ist  f  surjektiv 

i)  noch ist  g  injektiv !!  Insbesondere 

j)  es sind weder f  noch  g  bijektiv !!!

(Jeder richtig bewertete Teil bringt einen Punkt)

Aufgabe 3:

Überführen Sie die aus den Aussagen:

P: „Ich lerne Mathematik“  und  Q: „Ich schreibe eine gute Klausur“ gebildeten Prämissen:

A:  „Wenn ich Mathematik lerne, schreibe ich eine gute Klausur“

B:  „Ich lerne Mathematik oder ich schreibe eine gute Klausur“

In die kanonisch a) disjunktive   b)  konjunktive Normalform.

c) Wieviele (nichttriviale) Folgerungen können daraus gebildet werden?

d) Läßt sich daraus auch   Q   selbst als Folgerung ableiten ? (Betrachten Sie die zugehörige kanonisch konjunktive Normalform!)

Lösung:

Die Ausagen  A und B lassen sich durch die Grundaussagen in der Form 
A: P ( Q ( (P ( Q  und  B: P ( Q  darstellen. 

a) Über eine Wahrheitstafel erhält man 
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z.B. die Darstellung der kanonischen disjunktiven Normalform der Verknüpfung der beiden Prämissen:
(P ( Q) ( ((P ( Q)  . (3 Punkte)

b) Diese ließe sich aber auch aus der offensichtlichen kanonischen konjunktiven Normalform  ((P ( Q) ( (P ( Q) (2 Punkte)  ableiten.

c) Alle möglichen Kombinationen der beiden Maxterme aus b) lieferen 22 = 4 verschiedene mögliche Schlußfolgerungen (Darunter die "triviale" mit 0 Maxtermen!).

d) Darunter auch ((P ( Q) ( (P ( Q) ( Distributivgesetz ( ((P ( P) ( Q ( F ( Q ( Q  selbst, wie auch aus der Wahrheitstafel direkt ersichtlich.

(Punkteverteilung: a) 3, b) 2, c) 1, d) 2 Punkte)

Aufgabe 4:

Rote, weiße und blaue Lose werden auf einer Gesellschaft unter 100 Personen verteilt. Jeder erhält von jeder Farbe höchstens ein Los. Es ist bekannt, dass 45 Leute rote Lose bekommen, 45 weiße, 60 blaue, 15 rote und weiße, 25 weiße und blaue, 20 rote und blaue und 5 alle drei Farben.

a) Wieviel Personen bekommen kein Los ?

b) Wieviele bekommen genau ein Los ?

c) Wieviele bekommen genau zwei Lose ?

d) Wieviele bekommen ein weißes Los, aber kein blaues ?

Lösung:
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Die Skizze (2 Punkte) gibt die Verteilung der Lose wieder. Insgesamt haben nur 95 Personen ein Los erhalten, also 

a) bekamen 5 Personen kein Los, (1 Punkt)

b) 45 erhielten genau 1 Los, (1 Punkt)

c) weiter 45 erhielten genau 2 Lose  (1 Punkt) und

d) ein weißes aber kein blaues bekamen 20 Personen. (1 Punkt)

Aufgabe 5:
Zu den deckungsgleichen Abbildungen eines Quadrats auf sich, zählen die Drehungen ((90,  (180,  (270,  (360) um 90(, 180(, 270( und 360(  um den Mittelpunkt des Quadrats (im mathematisch positiven Drehsinn).
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Erstellen Sie a) eine Verknüpfungstafel für die 4 Abbildungen und zeigen Sie, dass sie bezüglich der Hintereinanderausführung eine abelsche (kommutative) Gruppe bilden. (Bestimmen Sie insbesondere das neutrale Element und zu jeder Abbildung ( deren Inverse (-1). Benutzen Sie die Tatsache, dass die Komposition von Abbildungen assoziativ ist. 

Lösung:

Die Verknüpfungstafel (2 Punkte) sieht wie folgt aus:
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Die Hintereinanderausführung ist also eine innere Verknüpfung auf der Menge der vier oben definierten Drehungen des Quadrats. Nach dem Hinweis muß die Assoziativität dieser Verknüpfung nicht mehr ausdrücklich nachgewiesen werden. Die Kommutativität ("abelsch") liest man aus der Symmetrie der Tafel bezüglich der Hauptdiagonalen ab. Auch das neutrale Element  (360  erkennt man sofort daraus: Die entsprechende Zeile (Spalte) ist identisch mit der Kopfzeile (-spalte) der Tafel. Da diese Element in jeder Zeile (Spalte) auch genau einmal vorkommt, besitzt auch jedes Element ein Inverses: zu  (90  ist es  (270  und umgekehrt, (180  (und (360 ) sind zu sich selbst invers. Also liegt tatsächlich eine abelsche Gruppe vor. Die Gesamtheit der Gruppenaxiome und die einzelnen Bemerkungen dazu sind jeweils einen Punkt wert)

Aufgabe 6:  (Nach Lewis Caroll, Autor von „Alice im Wunderland“)

Schließen Sie unter folgenden Voraussetzungen:

V1: Kinder sind unlogisch.

V2: Niemand, der ein Krokodil zähmen kann, wird gering geschätzt.

V3: Unlogische Menschen werden gering geschätzt.

Auf die Aussage:

S: Kinder können keine Krokodile zähmen.

Hinweis: Betrachten Sie als elementare Grundaussagen die Zugehörigkeit von Menschen (Universalmenge M) zu:

A, den unlogischen Menschen,

B, den gering geschätzten Menschen,

C, den krokodilzähmenden Menschen und 

D, den Kindern. 

Lösung:

Die Voraussetzungen können als Mengeninklusionen geschrieben werden:

V1: D ( A (nicht D = A ! Man beachte "Schafe sind Säugetiere" heißt ja auch nicht, daß alle Säugetiere Schafe sein müssen!)

V2: C ( B' (B' ist das Komplement von B, also alle nicht gering geschätzten Menschen. Hier wurde teilweise fehlerhaft "nur"  C ( B  vermutet)

V3: A ( B

Die zu zeigende Schlußfolgerung schreibt sich dann D ( C' .

Nun gilt's: V1 und V3 liefern auf Grund der Transitivität: 

V1': D ( A ( A ( B ( D ( B ,(also Kinder werden gering geschätzt)

V2: C ( B' ist äquivalent zu 
V2': B ( C' (wer gering geschätzt wird, kann kein Krokodil zähmen!)

Und wieder mit der Transitivität: V1' ( V2': D ( B ( B ( C' ( D ( C'

(Kinder können keien Krokodile zähmen!)

Punkte: je einPunkt für das richtige Umsetzen von V1, V2, V3, S  und zwei Punkte für eine schlüssige Folgerung) 
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