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Aufgabe1: 

Drei Freunde  - Alan, Bert und Chris – gehen oft zusammen in die Eisdiele. Jeder bestellt dann dort entweder eine Limonade oder einen Milchshake. Dabei fällt der Bedienung folgendes auf:

1.) Wenn Alan Limonade nimmt, trinkt Bert einen Milchshake.

2.) Alan oder Chris nehmen Limonade, doch nie beide gleichzeitig.

3.) Bert und Chris nehmen nie gleichzeitig Milchshake.

Wie viele verschiedene Getränkekombinationen sind für die drei Freunde danach überhaupt möglich und welche sind dies ?

Lösung:
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Wenn die Bedienung recht hat, ist die Bestellung nicht sehr abwechslungsreich: 
Alan nimmt immer Milchshake, Chris stets eine Limo. Nur Bert kann zwischen Limo und Milchshake wählen.

Aufgabe2:  

Es seien  f: A ( B  und g: B ( C  Abbildungen und  h = g º f: A ( C  sei die Komposition (Hintereinanderausführung) der beiden Abbildungen. Überlegen Sie (keine Beweise), welche der folgenden Aussagen wahr sind:

a) Wenn  h  bijektiv ist, so ist mindestens  g  surjektiv.

b) Wenn  h  bijektiv ist, so ist wenigstens  f  ebenfalls injektiv.

c) Wenn  h  bijektiv ist, hat B mindestens soviel Elemente wie A.

d) Wenn  h  bijektiv ist, dann hat B wenigstens soviel Elemente wie C.

e) Wenn  f  injektiv und  g  surjektiv ist, dann ist  h  bijektiv.

f) Wenn  f  und  g  injektiv sind, dann ist auch h injektiv.

g) Wenn  h  injektiv ist, dann sind auch  f  und  g  injektiv.

h) Wenn  f  und  g  surjektiv sind, dann ist auch  h  surjektiv.

i) Wenn  h  surjektiv ist, dann sind auch  f  und  g  surjektiv .

Lösung:

a)  richtig: Wäre g nicht surjektiv (also g(B) ( C ) dann erst recht nicht h :
(h(A) =(g(f(A)) ( C  mit f(A) ( B und daher g(f(A) ( g(B))

b)  richtig: Wäre f nicht injektiv (etwa f(a1) = b = f(a2) für a1 ( a2) so auch h:
h(a1) = g(f(a1)) = g(b) = g(f(a2)) = h(a2) für a1 ( a2
c)  richtig: da f injektiv nach b) hat A genauso viele Elemente wie f(A) und daher 
B ( f(A) mindestens soviele.

d)  richtig: Da h surjektiv ist, gilt  h(A) = g(f(A)) = C , also hat f(A) - und damit erst recht B - wenigstens genauso viele Elemente wie C .

e) falsch: 
z.B.  A={a,b}, B={1,2,3}, C={x,y} 

f(a)=1,f(b)=2, (somit f injektiv) 

g(1)=g(2)=x, g(3)=y (damit g surjektiv) 

h(a) = g(f(a)) = g(1) = x = g(2) = g(f(b)) = h(b) (also h nicht injektiv!)

f) richtig:
Für g(f(a1)) = h(a1) = h(a2) = g(f(a2)) folgt wegen der Injektivität von g 

sofort  f(a1) = f(a2)  und daraus, wegen der Injektivität von f, dann a1= a2 

Also ist h daher injektiv.

g) falsch: 
z.B.  A={a,b}, B={1,2,3}, C={x,y} 

f(a)=1,f(b)=2, (somit f injektiv, aber nicht surjektiv!) 

g(1)=g(3)=x, g(2)=y (damit ist g zwar surjektiv, aber nicht injektiv) 

h(a)=x ,h(b)=y (h ist injektiv und surjektiv !)

h) richtig:
Mit f surjektiv (f(A)=B) und g surjektiv (g(B)=C) 

gilt auch h(A) = g(f(A)) = g(B) =C

i) falsch:
(siehe Gegenbeispiel zu g)

Aufgabe 3:

Der reizende Gatte trug seine Frau über die Schwelle des Hauses und sagte dann: „Liebling, wir werden gut miteinander auskommen, vorausgesetzt du beachtest folgende Regeln:

A:  Zu jeder Mahlzeit bringst du Ketschup, wenn du kein Brot auftischst.

B:  Wenn es Brot und Ketschup gibt, darfst du keine Eiscreme servieren.

C:  Wenn Eiscreme gereicht wird oder es kein Brot gibt, 

darf auch kein Ketschup auf den Tisch kommen.“

a) bringen Sie diesen Satz an Regeln in die kanonische konjunktive Normalform.

b) Wie viele Folgerungen können daraus gebildet werden?

c) Läßt sich daraus auch   „Zu jeder Mahlzeit kommt Brot auf den Tisch“  ableiten ?

Lösung:

Mit den Elementaraussagen „es kommt B (Brot) , E (Eiscreme) oder K (Ketschup) auf den Tisch“ (und F für falsch) schreiben sich die Regeln so:
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b) Es gibt 25 = 32 verschiedene Folgerungen !

c) ja, die ersten vier Terme bilden mit B alle möglichen Kombinationen:
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Aufgabe 4:

Folgendes ist über eine Gruppe von 100 Studenten (0) bekannt:

Alle Männer sind über 20 Jahre alt. (1)

In der Gruppe sind 50 Frauen. (2)

60 Studenten sind über 20 Jahre alt. (3)

25 Frauen sind verheiratet. (4)

15 verheiratete Studenten sind über 20 Jahre alt. (5)

10 verheiratete Frauen sind über 20 Jahre alt. (6)

Man beziffere ein geeignetes Venn-Diagramm so vollständig wie möglich und beantworte folgende Fragen:

a) Wieviel verheiratete Studenten gibt es in der Gruppe ?

b) Wie viele unverheiratete Frauen sind über 20 ?

c) Wie viele Männer sind verheiratet ?

d) Wie viele bekommen ein weißes Los, aber kein blaues ?

Lösung:


< ------------------------------------100(0)------------------------------------- >



Männer
Frauen


unter 20 Jahre
0(1) = 0 + 0
40(3) = 25 + 15(4+6)
(
|

50(2)

|

(

über 20 Jahre
50(0+1+2) = 45 + 5(5+6)
10(3) = 0 + 10(6)


Der Index gibt die entsprechende Nummer der Aussage an, schwarz sind die absoluten Zahlen, in rot die Aufspaltung in verheiratete und unverheiratete (grün) Studenten. Man liest sofort ab: a) 30, 
b) keine, 
c) 5
Aufgabe 5:
Zu den deckungsgleichen Abbildungen eines Quadrats auf sich zählen auch die Spiegelungen  sx, und  sy  um die Symmetrieachsen parallel zur X- und zur Y-Achse:

      B ( A
sx
C ( D


B ( A

sy
A ( B

(       (
(
(      (

   und

(       (
(
(      (


C ( D

B ( A



C ( D

D ( C

Überlegen Sie, welche Kongruenzabbildung (deckungsgleiche Abbildung) sich durch Hintereinanderausführung von je einer Spiegelung  sx,  und  sy  ergibt  und untersuchen Sie an Hand einer Verknüpfungstafel um welche algebraische Struktur sich ergibt. Benutzen Sie dabei auch die Tatsache, dass die Komposition von Abbildungen assoziativ ist. 

Lösung: Wegen   sx ( sx = (  (= Identität)  und   sy ( sy = (   sowie   sx ( sy = sy ( sx   ergibt sich folgende Verknüpfungstafel:
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1.) Da die Assoziativität allgemein für die Hintereinanderausführung von Abbildungen gilt, muß sie nicht gesondert gezeigt werden.

2.) Das neutrale Element ist  (  , es bewirkt keine Veränderung wie man sieht.

3.) In jeder Zeile und Spalte taucht  (  einmal auf: es existiert also zu jeder Abbildung genau ein inverses Element 

4.) Die Tabelle ist symmetrisch zur Hauptdiagonalen, also sind die aufgeführten Verknüpfungen kommutativ.

1.) – 4.) es handelt sich hier also um eine abelsche ( kommutative) Gruppe !

Aufgabe 6:  

Läßt sich unter folgenden Voraussetzungen:

V1: Wirtschaftsinformatiker sind realistisch eingestellte Menschen.

V2: Einige Mathematiker leben im Elfenbeinturm.

V3: Nur irrealistisch eingestellte Menschen leben im Elfenbeinturm.

auf die Aussagen:

S1: Elfenbeintürmler sind keine Wirtschaftsinformatiker.

S2: Einige Mathematiker sind nicht realistisch eingestellt.

S3: Einige Mathematiker sind keine Wirtschaftsinformatiker.

schließen ?

Hinweis: Betrachten Sie als elementare Grundaussagen die Zugehörigkeit von Menschen (Universalmenge M X) zu:

W, den Wirtschaftsinformatikern,

R, den realistisch eingestellten Menschen,

E, den Elfenbeintürmlern und 

M, den Mathematikern. 

Lösung:

Mit den gegebenen Bezeichnungen (A‘ bezeichne das Komplement zu A)  lassen sich die Voraussetzungen schreiben:

V1: W ( R  (oder äquivqalent dazu: R‘ ( W‘

V2: M ( E ( (
V3: E ( R‘

S1: Es gilt  R‘( W‘ (V1) ( E ( R‘ (V3) also  E ( W‘ (Transitivität von ( ) und somit
  E ( W = (  


Aussage S1  ist also richtig!

S2: Nach V2 gibt es ein   x ( M ( E ( (  , also insbesondere  x ( E  und wegen 
E ( R‘  auch  x ( R‘  Zusammen mit  x ( M  folgt x ( M ( R‘  und somit  
 M ( R‘ ( (  


Das bestätigt aber S2 !

S3: Sei wieder x ( M ( E  ,  wie in S2 also  x ( R‘ . Wegen R‘ ( W‘ (V1)  ist  aber damit auch  x ( W‘ . 

Es gilt also auch Aussage S3 !
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