Klausur in Logik und Algebra






26.5.2004

Kurs WWI03G2

Claus-Peter Hugelmann

Aufgabe1: 

Eugen, Manuel, Robin und Frank gehen gelegentlich alleine oder mit anderen zusammenen ins Kino. Jürgen möchte wissen, wer von den vieren schon mal mit wem der anderen zusammen im Kino war. Als Jürgen die vier fragt, bekommt er die folgenden Antworten. 

Eugen (1): »Ich war schon mal mit Frank im Kino.« 

Manuel (1): »Ich war nicht mit genau zwei der anderen drei schon mal im Kino.« 

Eugen (2): »Frank war schon mal mit einem von uns zusammen im Kino.« 

Frank (1): »Ich war noch nie mit Robin zusammen im Kino.« 

Robin (1): »Ich war noch nie mit Manuel zusammen im Kino.« 

Manuel (2): »Robin und Eugen waren noch nie zusammen im Kino.« 

Frank (2): »Ich war schon mal mit Manuel im Kino.« 

Robin (2): »Manuel war mit genau einem schon mal zusammen im Kino.« 

Als Jürgen ob dieser Auskünfte etwas verwirrt dreinschaut, verraten ihm die vier, dass jeder von ihnen genau einmal die Wahrheit gesagt hat und einmal gelogen. 

Und wer war jetzt mit wem zusammen schon mal im Kino?.

Hinweis: Untersuchen Sie zuerst die Aussagen von Eugen und jeweils aufeinander aufbauend in der Folge die von Frank, Robin und schließlich Manuel !

Lösung: 

Die erste Aussage von Eugen ist ein Spezialfall der zweiten Aussage von ihm. (Ist die erste wahr, dann auch die zweite) Also kann nur die erste Aussage gelogen und die zweite wahr sein:

(A) Frank war schon mal mit einem der beiden anderen (Manuel oder Robin) im Kino, aber nicht mit Eugen.

Wäre Franks erste Aussage wahr, dann wäre die zweite gelogen und somit wäre Frank weder mit Manuel noch mit Robin jemals im Kino gewesen – im Widerspruch zu (A) ! 

(B) Also war Frank sowohl mit Manuel und auch mit Robin im Kino

Wäre Robins zweite Ausage wahr, also Manuel genau mit einem – nämlich Frank nach dem bisherigen – im Kino gewesen, so widerspricht dies der Verneinung von Robins erster Ausage, wonach auch Robin mit Manuel schon im Kino war. Also ist Robins erste Ausage wahr – (C) er (Robin) war noch nie zusammen mit Manuel im Kino – und Manuel muß mit mehr als einem (mit Frank allemal nach (B)) schon im Kino gewesen sein. Bleibt nur 

(D) Eugen und Manuel waren auch schon mal zusammen im Kino!

Damit ist aber bereits Manuels erste Aussage als Lüge entlarvt /er war ja doch mit genau zwei der drei anderen – Eugen und Frank – im Kino und seine zweite wahre Aussage gilt: (E) Robin und Eugen waren nie zusammen im Kino!

Zusammen im Kino waren also 

Frank und Manuel (B), Frank und Robin (B), Eugen und Manuel (D)

dagegen fand nie ein gemeinsamer Kinobesuch statt zwischen:

Eugen und Frank (A), Manuel und Robin (C), Eugen und Robin (E)

Aufgabe2:

Mit  N, Z, Q, R  seien die natürlichen, ganzen , rationalen und reellen Zahlen bezeichnet. Für eine reelle Zahl  x Є R  bedeute  [x]  die ganze Zahl  z Є Z , für die  
z ≤ x < z+1  gilt.

Geben Sie für die folgenden Abbildungen  f: A ( B  ,   a ( f(a)   an (ohne Beweis), ob sie injektiv, surjektiv oder bijektiv sind:

a) A = B = N({0}  ,  f(n) = n + (-1)n
b) A = B = N({0}  ,  f(n) = [n/2] 

c) A = B = N  ,  f(n) = n + 1 

d) A = B = Z  ,  f(z) = z + 1 

e) A = N({0} , B = Z ,  f(n) = (-1)n * [n/2] 

f) A = Z , B = N({0} , f(z) = z2 

g) A = N({0} , B = Z , f(n) = n2 

h) A = R , B = N ,  f(x) = [x2 + (] 

Lösung:

Nr 
injektiv
surjektiv
bijektiv

a)
ja
ja
ja

b)
nein
ja
nein

c)
ja
nein
nein

d)
ja
ja
ja

e)
nein
ja
nein

f)
nein
nein
nein

g)
ja 
nein
nein

h)
nein
nein
nein

Aufgabe 3:

Zu den deckungsgleichen Abbildungen eines gleichseitigen Dreiecks  ABC auf sich zählen neben den Drehungen d120 , d240 , und d360  um  120(, 240( und 360( um den (In-/Umkreis-)Mittelpunkt auch die Spiegelungen  sA  ,  sB  ,  sc  an den jeweiligen Mittelsenkrechten durch  A ,  B  bzw.  C . 
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Überlegen Sie, welche Kongruenzabbildungen (deckungsgleiche Abbildung) sich durch Hintereinanderausführung (Komposition) all dieser Abbildungen sich ergeben, und untersuchen Sie an Hand einer Verknüpfungstafel, um welche algebraische Struktur es sich dabei handelt. Benutzen Sie dabei auch die Tatsache, daß die Komposition von Abbildungen stets assoziativ ist. 

Hinweis: Etwa bei der Drehung  d120  kommt die Ecke A auf die Stelle von C zu liegen, Ecke B  auf  A  und Ecke C auf  B  -  kurz  ABC ( BCA  - es handelt sich also dabei um eine Permutation der Buchstaben A, B und C. Kommt Ihnen das nicht irgendwie bekannt vor ?

Lösung:

Die gesuchte Struktur ist die Gruppe der Permutationen von drei Elementen  S3 .

d120 ( BCA , d240 ( CAB , d360 ( ABC , sA ( ACB , sB ( CBA , sC ( BAC

Die Verknüpfungstafel sieht so aus :

2.\1.
sA
sB
sc
d120
d240
d360

sA
d360
d120
d240
sc
sB
sA

sB
d240
d360
d120
sA
sc
sB

sc
d120
d240
d360
sB
sA
sc

d120
sB
sc
sA
d240
d360
d120

d240
sc
sA
sB
d360
d120
d240

d360
sA
sB
sc
d120
d240
d360

Die Assoziativität ergibt sich aus der Verknüpfung von Abbildungen allgemein.

Einselement ist die Drehung um 360(  , die nichts verändert.

Da in jeder Zeile  d360  auftaucht, hat auch jedes Element sein Inverses!

Zum Beispiel ist  sA ( sB = d120 ( d240 = sB ( sA ,

 die Verknüpfung also nicht kommutativ.

Aufgabe 4:

In Juans Adressbuch sind die Telefonnummern von 50 Frauen. Davon sind – nach seinen Aufzeichnungen – 30 intelligent, 25 blond und 10 reich. Intelligent und reich sind nur 3, blond und reich sind 5 und intelligent und blond sind 15 !  Leider, findet Juan, ist keine gleichzeitig blond, reich und intelligent.

Man beziffere ein geeignetes Venn-Diagramm und beantworte folgende Fragen:

a) Wieviele intelligente Frauen sind weder reich noch blond ?

b) Wieviele Frauen im Buch haben keine der drei genannten Eigenschaften ?

c) Wieviele Frauen haben genau eine der genannten Eigenschaften ?

d) Die intelligente blonde, aber bisher arme Manuela aus Juans Kladde gewinnt plötzlich eine Million Euro (bei Jauch ?) und wird nun als reich eingestuft. Ändern sich dadurch Anzahlen in  a), b) oder c) ?

Lösung:

[image: image1.png]



Aufgabe 5:
Es seien  f: A ( B  eine Abbildung. Man zeige, daß die durch 

aRb < == > f(a) = f(b) erklärte Relation R eine Äquivalenzrelation ist

Lösung: 

Für alle a aus A gilt  f(a) = f(a)  < == > aRa   also ist R reflexiv

Aus  aRb < == > f(a) = f(b)  folgt sofort auch  f(b) = f(a )  < == >  bRa  - R ist daher auch symmetrisch !

Gilt schließlich  aRb  und  bRc , also f(a) = f(b)  und f(b) = f(c) , so folgt daraus f(a ) = f(c)  mithin aRc  und R ist sogar transitiv.

Damit ist also  R  eine Äquivalenzrelation

Aufgabe 6:
Es sei die fünfstellige Aussagenform:

A(x1,x2,x3,x4,x5)  (  (x1 ( (x2 ( x3)) ( ((x4 ( (x5) 

gegeben.

a) Bestimmen Sie die 6 Minterme der kanonischen disjunktiven Normalform.

b) Wieviele Maxterme hat die kanonische konjunktive Normalform ?

c) Wieviele verschiedene Schlußfolgerungen kann man aus A(x1,x2,x3,x4,x5) ziehen ?

Lösung:

a) (x1 ( (x2 ( x3)) ( ((x4 ( (x5) ( | (x2 ( x3) ( (x2 ( x3) ( ((x2 ( (x3)

(x1 ( ((x2 ( x3) ( ((x2 ( (x3))) ( ((x4 ( x5) ( | x1 ( (  ) ( ((x1 ( (  )

((x1 ( (x2 ( x3) ( ((x2 ( (x3)) ( ((x4 ( x5) ( | (x ( y) ( a ( (x ( a) ( (y ( a)

((x1( (x4 ( x5) ( (x2 ( x3 ( (x4 ( x5) ( ((x2 ( (x3 ( (x4 ( x5) ( 

((x1( x2 ( x3 ( (x4 ( x5) ( ((x1( x2 ( (x3 ( (x4 ( x5) ( 
((x1( (x2 ( x3 ( (x4 ( x5) ( ((x1( (x2 ( (x3 ( (x4 ( x5) ( 
(x1( x2 ( x3 ( (x4 ( x5) ( ((x1( x2 ( x3 ( (x4 ( x5) ( 
(x1( (x2 ( (x3 ( (x4 ( x5) ( ((x1( (x2 ( (x3 ( (x4 ( x5) (
((x1( x2 ( x3 ( (x4 ( x5) ( ((x1( x2 ( (x3 ( (x4 ( x5) ( 
((x1( (x2 ( x3 ( (x4 ( x5) ( ((x1( (x2 ( (x3 ( (x4 ( x5) ( 
(x1( x2 ( x3 ( (x4 ( x5) ( (x1( (x2 ( (x3 ( (x4 ( x5) 

b) Die kanonische konjunktive Normalform hat  25 – 6 = 32 – 6 = 26 Maxterme.

a) c) Daraus lassen sich 226 = 67.108.864  verschiedene Folgerungen ziehen !
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nein !











