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Aufgabe1: 

Nach einer von  „87 neuen Logeleien von Zweistein“ (Heine Verlag, 1985): 

Soeben hat der Postbote ein Paket vom „Kampfbund zur Ausrottung der Dummheit“  gebracht. Es enthält eine Zeitbombe in Form eines Kastens mit 4 Schaltern, die durch das Auspacken eingeschaltet wurde. Laut Anleitung kann sie nur entschärft werden, wenn die Schalter in die richtige Stellung (nach unten bzw. nach oben) gebracht werden. Sie explodiert in 15 Minuten oder wenn eine der folgenden Schalterpositionen eingestellt werden:
a) alle Schalter oben;
b) 2 und 4 in der gleichen Stellung und 1 unten;
c) 4 oben, 1und 3 unten;
d) 1 und 3 in der gleichen Stellung und 4 unten;
e) 1 oben, 2 und 4 unten;
f) 3 unten und falls 1 unten, dann auch 4 unten;
g) 3 oben, 1 unten und falls 2 oben, dann 4 unten.

Entschärfen Sie die Bombe indem Sie die richtige Stellung finden !

Lösung:

Variante 1:  Es bezeichne  Ai:  „Schalter i ist oben“  dann lassen sich die Aussagen so übersetzen
a) A1 ( A2 ( A3 ( A4
b) (A2 ( A4) ( (A1 ( ( (A2 ( A4) ( ((A2 ( (A4) ) ( (A1 ( 
(A2 ( A4 ( (A1) ( ((A2 ( (A4 ( (A1)
c) A4 ( (A1 ( (A3
d) (A1 ( A3) ( (A4 ( ( (A1 ( A3) ( ((A1 ( (A3) ) ( (A4 ( 
(A1 ( A3 ( (A4)( ((A1 ( (A3 ( (A4)
e) A1 ( (A2 ( (A4
f) (A3 ( ((A1 ( (A4) ( (A3 ( (((A1 ( (A4) ( ((A3 ( A1) ( ((A3 ( (A4)  

g) A3 ( (A1 ( (A2 ( (A4) ( A3 ( (A1 ( ((A2 ( (A4) ( 
(A3 ( (A1 ( (A2) ( (A3 ( (A1 ( (A4)
Es knallt, wenn der Fall  a) ( b) (  c) ( d) ( e) ( f) ( g) eintrifft  -  also wenn:

(A1 ( A2 ( A3 ( A4) ( (A2 ( A4 ( (A1) ( ((A2 ( (A4 ( (A1) (  (A4 ( (A1 ( (A3) ( 
(A1 ( A3 ( (A4)( ((A1 ( (A3 ( (A4) ( (A1 ( (A2 ( (A4) ( ((A3 ( A1) ( ((A3 ( (A4) ( (A3 ( (A1 ( (A2) ( (A3 ( (A1 ( (A4)  

Dies ist bereits eine disjunktive Normalform (NF), die nun zur kanonischen disjunktiven NF „aufgebläht“ wird:  ... ( (A1 ( A2 ( A3 ( A4) ( 
((A1 ( A2 ( A3 ( A4) ( ((A1 ( A2 ( (A3 ( A4) ( 
((A1 ( (A2 ( A3 ( (A4) ( ((A1 ( (A2 ( (A3 ( (A4) (  
((A1 ( A2 ( (A3 ( A4) ( ((A1 ( (A2 ( (A3 ( A4) (
(A1 ( A2 ( A3 ( (A4) ( (A1 ( (A2 ( A3 ( (A4) (
((A1 ( A2 ( (A3 ( (A4) ( ((A1 ( (A2 ( (A3 ( (A4) (
(A1 ( (A2 ( A3 ( (A4) ( (A1 ( (A2 ( (A3 ( (A4) (
(A1 ( A2 ( (A3 ( A4 ) ( (A1 ( (A2 ( (A3 ( A4 ) ( 
(A1 ( A2 ( (A3 ( (A4 ) ( (A1 ( (A2 ( (A3 ( (A4 ) (
(A1 ( A2 (A3 ( (A4) ( (A1 ( (A2 (A3 ( (A4) ( 
((A1 ( A2 (A3 ( (A4) ( ((A1 ( (A2 (A3 ( (A4) (
((A1 ( (A2 ( A3 ( A4) ( ((A1 ( (A2 ( A3 ( (A4) (
((A1 ( A2 ( A3 ( (A4) ( ((A1 ( (A2 ( A3 ( (A4)

Nach Streichen der Doppelten bleiben die 15 Fälle in denen es kracht:

... ( (A1 ( A2 ( A3 ( A4) ((A1 ( A2 ( A3 ( (A4) (
(A1 ( A2 ( (A3 ( A4) ((A1 ( A2 ( (A3 ( (A4) (
(A1 ( (A2 ( A3 ( (A4) ((A1 ( (A2 ( (A3 ( A4) (
(A1 ( (A2 ( (A3 ( (A4) ( ((A1 ( A2 ( A3 ( A4) (
((A1 ( A2 ( A3 ( (A4) ( ((A1 ( A2 ( (A3 ( A4) (
((A1 ( A2 ( (A3 ( (A4) ( ((A1 ( (A2 ( A3 ( A4) (
((A1 ( (A2 ( A3 ( (A4) ( ((A1 ( (A2 ( (A3 ( A4) (
((A1 ( (A2 ( (A3 ( (A4)

Die einzige Situation, die nicht zur Katastrophe führt ist also: (A1 ( (A2 ( A3 ( A4)

Variante 2: In der folgenden Tabelle sind - ähnlich wie in einer Wahrheitstafel - alle Möglichkeiten aufgeführt:
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Die einzige Rettung ist also  Schalter 1 oben, 2 unten, 3 oben und 4 oben !

Variante 3: Es geht auch per Schlußweise:

Annahme: 1 unten 

- dann ist entweder 2 unten, 4 oben oder umgekehrt (sonst b)

4 oben bedingt aber 3 oben (sonst c) und es knallt nach g)

2 oben 4 unten geht auch nicht, weil wegen d) dann 3 oben und wieder greift g)

Also 1 oben
dann 2 oder 4 oben sonst e)

Ist 2 oben, scheitert 3 oben 4 unten an d) und 3 oben 4 oben an a)

dann führt aber auch 3 unten wegen f) ins Verderben

Also 2 unten  ,  3 oben (sonst f)  und  4 oben (sonst b)

Aufgabe2:

a) Zeigen Sie mittels Substitution 
(*) ( x / (1+x2)2 dx = -1/(2*(1+x2)) + C
b) Berechnen Sie das Volumen des unendlich ausgedehnten Rotationskörpers, der entsteht, wenn die Kurve  y= (x/(1+x2)  rechts von  x = 1  um die x-Achse rotiert. Benutzen Sie dazu das Integral (*) aus Teil a)

c) Um was für ein Integral handelt es sich in Teil b) ?

Lösung:

a) Mit  der Substitution  y(x) = 1+x2  (also y'(x) = 2x  und dy = 2x dx) erhält man:  
( x / (1+x2)2 dx = = ½*( 1/y2 dy = ½*(y-2 dy  =  ½*(-y-1) + C = -½*1/y + C = 
-½*1/(1+x2) + C
b)  Vrot = (*1(( y2(x) dx = (*1(( x/(1+x2)2 dx = limc(( (*1(c x/(1+x2)2 dx = a) = 
limc((  (* [-½*1/(1+x2)]1c  = (* limc(( [-½*1/(1+c2) – (-½*1/(1+12))] =  
(* [-½*0 – (-½*½)] =(/4 = 0,785398

c) Es handelt sich dabei um ein uneigentliches Integral

Bemerkung zum Klausurtag :

Dort war der Wurzelstrich über die ganze Funktion gezogen:  y= (x/(1+x2)
Damit änderte sich die ganze Aufgabe in unschöner Weise wie folgt:

b)  Vrot = (*1(( y2(x) dx = (*1(( x/(1+x2) dx = limc(( (*1(c x/(1+x2) dx = 
Mit  der Substitution  y(x) = 1+x2 , y'(x) = 2x , dy = 2x dx , y=2 für x=1) erhält man 
= limc(( (*1(c x/(1+x2) dx = limc(( (*½*2(c1/y dy = limc(( (/2*[ln(y) ]2c = 
limc(( (/2*[ln(1+x2)]1c = ½*ln(1+x2) = (/2* limc(( [ln(1+c2) – ln(1+12)] = ∞ 
limc((  (* [-½*1/(1+x2)]1c  = (* limc(( [-½*1/(1+c2) – (-½*1/(1+12))] =  
(* [-½*0 – (-½*½)] =(/4 = 0,785398

Aufgabe 3:

a) Zeigen Sie, dass die Ableitung der Funktion    Y(x) = x*( ln(x) –1 )   durch  
y1(x) = ln(x)  gegeben ist:  Y‘(x) = y1(x)

b) Die beiden Funktionen  y1(x)  und  y2(x) = ln2(x)  schneiden sich (nur) in den Punkten  x1 = 1 und x2 = e  (Nachweis!) Berechnen Sie die Fläche zwischen den beiden Kurven in diesem Intervall  [x1,x2].

Hinweis: Benutzen Sie für ein dabei auftretendes Integral die partielle Integration 

Lösung:

a) Nach der Produktregel ist  

Y‘(x) = x‘*( ln(x) –1 ) + x*( ln(x) –1 )‘ =  ln(x) –1 + x*(1/x – 0) =  ln(x) –1 + 1 = y1(x)

b) Es ist   y1(x) = y2(x)  , also   (*)  ln(x) = ln2(x)  ,  nur erfüllt, falls  entweder  
 ln(x) = 0  , also  x1 = 1   ist   oder   für  ln(x) ( 0  , also 
(nach Division von Gleichung (*) durch  ln(x) ):   1 = ln(x)  und somit  x2= e

Die Fläche zwischen den Kurven ergibt sich jetzt zu:

F = 1(e ( y1(x) - y2(x) ) dx = 1(e y1(x) dx  - 1(ey2(x) dx = 1[Y(x)]e - 1(e y2(x) dx =

e*(1-1) – 1*(0-1)  -  1(e y2(x) dx = 1 - 1(e y2(x) dx

Zur Berechnung des letzten Integrals benutzen wir partielle Integration mit  

f(x) = g‘(x) = ln(x)   also   f‘(x) = 1/x  und  g(x) = Y(x) = x*( ln(x) –1 )  :

1(e y2(x) dx = 1(e ln2(x) dx = 1[ln(x)*x*(ln(x) –1)]e -(1/x *x*( ln(x) –1 ) dx  =  
[1*e*(1-1) – 0*1*(0-1)]  - 1(e( ln(x) –1 ) dx  =  0 - 1(e ln(x) dx + 1(e 1 dx  =  
 - 1[Y(x)]e + 1[x]e  = -1 + e – 1 = e – 2 = 2,7182818246 – 2 = 0,7182818246

Daraus ergibt sich für die Fläche:

 F = 1 - 1(e y2(x) dx  = 1 – ( e – 2) = 3 – e = 0,2817181754
Aufgabe 4:
a) Finden Sie für den Ausdruck  
A(p,q,r)  ) ( ( (p ( q) ( (q ( r) ) ( ( (q ( r)  ( (r ( p) )

einen äquivalenten Ausdruck in der Verknüpfungsbasis { ( , ( , ( }

b) Bilden Sie den dazu dualen Ausdruck  (A(p,q,r)

c) Geben Sie für den dualen Ausdruck (A(p,q,r) die kanonisch konjunktive Normalform an.

d) Bestimmen Sie die Anzahl aller möglichen Folgerungen aus (A(p,q,r).

Lösung:

A(p,q,r) ( ( (p ( q) ( (q ( r) ) ( ( (q ( r)  ( (r ( p) )  
( (ersetze  „(“ gemäß:   X ( Y ( (X ( Y) ( ((X ((Y)
[((p ( q) ( (q ( r)) ( ((q ( r) ( (r ( p))] ( [(((p ( q) ( (q ( r)) ( (((q ( r) ( (r ( p))] ( ersetze „(“gemäß:   X ( Y ( ((X ( Y)
[(((p ( q) ( (q ( r)) ( (((q ( r) ( (r ( p))] ( 
[((((p ( q) ( (q ( r)) ( ((((q ( r) ( (r ( p))]

Soweit wäre Teil a) erledigt – weiter zur kanonischen disjunktiven NF von A:

( ( in die Klammern ziehen  ((X(Y) ( (X((Y , ((X(Y) ( (X((Y , ((X ( X

[(((p ( (q) ( (q ( r)) ( (((q ( (r) ( (r ( p))] ( 
[((p ( q) ( ((q ( (r)) ( ((q ( r) ( ((r ( (p))]

( Anwendung des Distributivgesetzes  X((Y(Z) ( (X(Y) ( (X(Z)   bzw   

[((((p ( (q) ( (q ( r)) ( ((q ( (r)) ( ((((p ( (q) ( (q ( r)) ( (r ( p))] (
[(((p ( q) ( (q) ( ((p ( q) ( (r))) ( (((q ( r) ( (r) ( ((q ( r) ( (p)))]

( Anwendung des Distributivgesetzes  X((Y(Z) ( (X(Y) ( (X(Z)

[(((p ( (q) ( ((q ( (r)) ( ((q ( r) ( ((q ( (r)) ( 

(((p ( (q) ( (r ( p)) ( ((q ( r) ( (r ( p))] ( 
[((p ( (q ) ( (q ( (q) ( ((p ( (r) ( (q ( (r)) ( 
((q ( (r) ( (r ( (r) ( ((q ( (p) ( (r ( (p))]

( Auflösung unnötiger Klammern 
[((p ( (q ( (q ( (r) ( (q ( r ( (q ( (r) ( ((p ( (q ( r ( p) ( (q ( r ( r ( p)] (
[((p ( (q ) ( (q ( (q) ( (p ( (r) ( (q ( (r)) ( 
((q ( (r) ( (r ( (r) ( (q ( (p) ( (r ( (p))]

( Vereinfachen durch die Regeln:  X((X ( W  , X((X ( F , X(X ( X
[((p ( (q ( (r) ( (F ( r ( (r) ( (F ( (q ( r) ( (q ( r ( p)] (
[((p ( (q ) ( (q ( (q) ( (p ( (r) ( (q ( (r)) ( 
((q ( (r) ( (r ( (r) ( (q ( (p) ( (r ( (p))]

( Vereinfachen durch die Regeln:  F(X ( F  und anschließend:  X(F( X
[((p ( (q ( (r) ( (p ( q ( r)] (
[((p ( (q ) ( (p ( (r) ( (q ( (r)) ( ((q ( (r) ( ((q ( (p) ( (r ( (p))]

( Ausdistributieren der zweiten Klammer […]
[((p ( (q ( (r) ( (p ( q ( r)] (
[((p ( (q ) ( (q ( (r)) ( ((p ( (r) ( (q ( (r)) ( ((q ( (r) ( (q ( (r)) ( 
 ((p ( (q ) ( (q ( (p)) ( ((p ( (r) ( (q ( (p)) ( ((q ( (r) ( (q ( (p)) ( 
 ((p ( (q ) ( (r ( (p)) ( ((p ( (r) ( (r ( (p)) ( ((q ( (r) ( (r ( (p))]

( Auflösung unnötiger Klammern in der zweiten Klammer […]

[((p ( (q ( (r) ( (p ( q ( r)] (
[(p ( (q ( q ( (r) ( (p ( (r ( q ( (r)) ( (q ( (r ( q ( (r)) ( 
 (p ( (q  ( q ( (p) ( (p ( (r ( q ( (p) ( (q ( (r ( q ( (p) ( 
 (p ( (q  ( r ( (p) ( (p ( (r ( r ( (p) ( (q ( (r ( r ( (p)]

( Vereinfachen in der zweiten Klammer […]

[((p ( (q ( (r) ( (p ( q ( r)] (
[F ( (p ( q ( (r)) ( (q ( (r)) (  F ( F ( (q ( (r ( (p) (  F ( F ( F]

( Expandieren von (q ( (r)  zu  (p ( q ( (r)) ( ((p ( q ( ( r)  und Streichen der Doppelten:
[((p ( (q ( (r) ( (p ( q ( r)] (
[(p ( q ( (r)) ( ((p ( q ( ( r)]

( ((p ( (q ( (r) ( (p ( q ( r) ( (p ( q ( (r)) ( ((p ( q ( ( r)
 Vergleiche mit der Wahrheitstafel unten !
b) (A(p,q,r) ( ((p ( (q ( (r) ( (p ( q ( r) ( (p ( q ( (r)) ( ((p ( q ( ( r)
c) Das ist bereits die kanonische konjunktive Normalform !
d) Die kanonische konjunktive Normalform  (A(p,q,r)  hat 4 MaxTerme, also lassen sich daraus  24 = 16  verschiedene Folgerungen bilden! 

Variante 2
Hilfeich für a) , b) und c) wäre auch die folgende Wahrheitstafel gewesen:

	p
	q
	r
	p ( q
	q ( r
	q ( r
	r ( p
	(p(q)((q(r)
	(q(r)((r(p)
	A

	w
	w
	w
	w
	w
	w
	w
	w
	w
	w

	w
	w
	f
	w
	f
	w
	f
	f
	f
	w

	w
	f
	w
	w
	f
	w
	w
	f
	w
	f

	w
	f
	f
	w
	f
	f
	f
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Man liest daraus sofort die kanonische disjunktive NF für  A(p,q,r)   ab und kann - wie oben - daraus die kanonische konjunktive NF für  (A(p,q,r)  sofort ableiten.
