§1 Darstellung komplexer Zahlen

Normalformen

Die Entwicklung der Zahlen wurde vom mathematischen Standpunkt aus vorangetrieben durch die "Unvollständigkeit" der jeweiligen Zahlmengen beim Lösen von Gleichungen, die nur die Grundoperationen  + , *  enthalten (algebraische Gleichungen). Der Hauptsatz der Algebra, von Carl Friedrich Gauß (1777-1855) aufgestellt, aber zeigt, daß mit den komplexen Zahlen hierbei ein Abschluß erreicht ist: alle Nullstellen eines (komplexen) Polynoms sind (reell oder) komplex.

Mengen
Grundoperationen
Nicht lösbar:

Natürliche Zahlen ℕ
 + , * 
x + 1 = 0 

...
 ... 
... 

Reelle Zahlen ℝ
 + , - , * , / 
x 2 + 1 = 0 

Komplexe Zahlen ℂ
 + , - , * , / 
--- ! 

Was sind nun aber diese komplexe Zahlen?

Führt man symbolisch die imaginäre Einheit  i  als (eine) Nullstelle des Polynoms  p(x) = x2 + 1  ein, das heißt es gilt:  p(i) = i2 + 1 = 0 , oder 
 




i2 = -1,
so erhält man durch Linearkombination von  1  und  i  Ausdrücke der Form:
 
z = x + i.y  , x,y ∊ ℝ.., 
die man komplexe Zahlen nennt. Die Menge aller komplexen Zahlen wird bezeichnet mit:
 


ℂ : = { z = x + i.y  , x,y ∊ ℝ  }
Für  y = 0  ist  z = x  ∊ℝ  , die reellen Zahlen sind also in den komplexen Zahlen enthalten ("eingebettet"). Man nennt den durch  x  gebildeten Anteil auch den Realteil von z ( in Zeichen:  Re(z) = x ), den Koeffizienten(!)  y  von  i  nennt man den Imaginärteil von z (in Zeichen:  Im(z) = y ). In einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit zwei Zahlengeraden, der reellen und der imaginären Achse, läßt sich jedem Punkt  P(x|y)  der sogenannten Gaußschen Zahlenebene somit durch Abtragen des Real- und Imaginärteils eine komplexe Zahl  z = x + i.y  zuordnen. Umgekehrt entspricht jeder komplexen Zahl genau ein Punkt der Ebene. Die Darstellung einer komplexen Zahl in der Form:
 

 z = x + i.y  (algebraische Normalform)
wird als algebraische Normalform bezeichnet.

Der Abstand eines Punktes  P(x,y)  vom Ursprung (Nullpunkt)  O(0,0)  in dieser Zahlenebene wird der Betrag  |z|  der zugehörigen komplexen Zahl  z = x + i.y  genannt. Nach Pythagoras errechnet er sich sich zu





|z| = √x2+y2  (Betrag).

Bezeichnet  φ  den Winkel zwischen x-Achse und der Verbindung OP, so folgen aus der Trigonometrie die Beziehungen:


z = |z|.{ cos(φ) + i.sin(φ) }  (trigonometrische Normalform).




x = |z| cos(φ)  , y = |z| sin(φ)   und

Diese Darstellung einer komplexen Zahl durch Betrag und Winkel (Phase) wird als trigonometrische Normalform bezeichnet. In der Geometrie heißen Betrag und Winkel auch Polarkoordinaten. Für  z = 0 = 0 + i.0  , also für  |z| = 0  , ist der Winkel  φ  allerdings nicht definiert !

Ersetzt man in der trigonometrischen Normalform die geschweifte Klammer  {...}  durch die von Leonard Euler (1707-1783) eingeführte Beziehung:

 

eiφ = cos(φ) + i.sin(φ)  (Eulersche Formel)  ,

so laßt sich jede komplexe Zahl auch schreiben:
 


z = |z| eiφ  (Exponentialform).
In dieser Darstellung, der sogenannten Exponentialform für komplexe Zahlen, ist die Eulersche Formel zunächst nur als abkürzende Schreibweise für den Ausdruck in der geschweiften Klammer zu verstehen. Später bei den Reihenentwicklungen für Sinus-, Cosinus- und Exponentialfunktion wird sich das auch als echte Identität im mathematischen Sinne erweisen.

Die Umrechnung (Umformung) von der algebraischer Normalform  (x,y)  in die trigonometrische Normalform  (|z|,φ)  (und damit auch in die Exponentialform) ist durch die Formeln:
 


|z| = √x2 + y2   ,   tan(φ) = y/x  ,
gegeben. Man beachte, daß  φ =  arctan(y/x)  oder  φ = arctan(y/x) ± π  gilt, je nachdem in welchem Quadranten  z  liegt (also je nach Vorzeichen von x und y), weil (wenn)  "arctan"  nur den Hauptwert zurückliefert.

Jeder komplexen Zahl  z  wird ihr Spiegelbild  z*  bezüglich der reellen Achse zugeordnet. Man nennt  z*  die zu  z  konjugiert komplexe Zahl. Man erhält sie durch formales Ersetzen von  i  durch  -i  :
 

z* = x - i.y = |z|.{cos(φ) - i.sin(φ)} = |z| e-iφ  .

Rechengesetze , Operationen in ℂ
In den komplexen Zahlen sind Verknüpfungen (Operationen) erklärt:
eine Addition:

+: ℂ x ℂ -( ℂ     , (z1,z2) -( z1 + z2
durch:

z1 + z2 : = x1+i.y1 + x2+i.y2 = (x1+x2) + i.(y1+y2)   ,

eine Multiplikation:

*: ℂ x ℂ -( ℂ        , (z1,z2) -( z1 * z2
durch:

z1 * z2 : = (x1+i.y1)*(x2+i.y2) = x1x2-y1y2 + i.(x1y2+x2y1)  .

Es gelten die Rechenregeln:

A1:
z1 + ( z2 + z3 ) = ( z1 + z2 ) + z3 


(Assozitivgesetz)     

A2:

z1 + z2  = z2 + z1




(Kommutativgesetz)

A3: Es gibt  0 ∈ ℂ  mit  z + 0 = z



(Existenz der Null)   

A4: Zu jedem  z  gibt es ein  (-z)  mit  z + (-z) = 0
(Ex. des Inversen)   

M1:
z1 * ( z2 * z3 ) = ( z1 * z2 ) * z3 


(Assozitivgesetz)     

M2:

z1 * z2  = z2 * z1




(Kommutativgesetz)

M3: Es gibt  1 ∈ ℂ  mit  1 * z = z



(Existenz der Eins)   

M4: Zu jedem  z ≠ 0  gibt es ein  (z-1)  mit  z * (z-1) = 1   (Ex. des Inversen)

D:
z1 * ( z2 + z3 ) = z1 * z2 + z1 * z3


(Distributivgesetz)

Bemerkungen

1. Der Realteil der Summe zweier komplexen Zahlen ist also die Summe der Realteile, der Imaginärteil die Summe der Imaginärteile. Geometrisch ergibt sich der Ortsvektor der Summe als (vektorielle) Summe der Ortsvektoren der Summanden.

2. Die Multiplikation entspricht in ihrer Definition dem formalen Ausmulti-plizieren von  (x1+i.y1)*(x2+i.y2)  unter Berücksichtigung von  i2 = -1  . 
Zur geometrischen Deutung findet man mit der trigonometrischen Normalform:  z1 * z2 = |z1|{cos(φ1)+i.sin(φ1)}*|z2|{cos(φ2)+i.sin(φ2)} = |z1||z2|{[cos(φ1)cos(φ2)-sin(φ1)sin(φ2)] + i.[sin(φ1)cos(φ2)+cos(φ1)sin(φ2)]} = |z1||z2|{cos(φ1+φ2) + i.sin(φ1+φ2)}  .
Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen bedeutet die Multiplikation der Beträge und die Addition der Winkel!. In der Exponentialform stimmt dies mit den Potenzrechenregeln überein:
 

z1 * z2 = |z1|eiφ1 * |z2| eiφ2 = |z1||z2| ei(φ1+φ2)
3. Die Null  ist:  z = 0 = 0 + i.0  , die Eins  ist:  z = 1 = 1 + i.0  , also reell!

4. Invers zu  z = x+i.y  bezüglich der Addition ist  -z : = - x - i.y  , und bezüglich der Multiplikation:  z-1 := 1/(x2+y2) - i.(x2+y2) = 1/|z|2 z* , 
wie man durch (einfaches ) Nachrechnen bestätigen kann.
In der Exponentialform ist  z-1  durch  z-1 = 1/|z| . e-iφ  gegeben. 
Nur für  z = 0  existiert kein (multiplikatives) Inverses.

5. Die Menge ℂ mit seinen Verknüpfungen  +  und  *  , für die ja die Axiome A1 – A4, M1-M4 und D  gelten, ist somit ein Körper.
6. Für den Betrag findet man auch die Formel:
|z|2 = z*z*
Er hat alle Eigenschaften einer Norm:
|  |:  ℂ (  ℝ   , z |( |z|  :

N1:
|z| > 0  , |z| = 0  nur für  z = 0


(Positiv-Definitheit)

N2:
|z1 * z2| = |z1| * |z2|



(Homogenität)

N3:
| z1+ z2 |  ≤  |z1| + |z2|



(Dreiecksungleichung)

7. Es gibt keine "natürliche" Anordnung der komplexen Zahlen. (Lexikographisch, dem Betrag nach,...?)

8. Neben der Formel  |z|2 = z*z*  gelten für die Bildung der konjugiert komplexen Zahl die (viel elementareren) Regeln:
(z1 + z2)* = z1* + z2*  ,
(z1*z2)* = z1**z2*

z = z*  für  z∊ℝ
Potenzen + Moivresche Formeln

Die Potenzen  zn  mit  n∊ℕ  einer komplexen Zahl gestalten sich in der trigonometrischen beziehungsweise Exponentialform besonders einfach:
 

zn = |z|n {cos(nφ) + i.sin(nφ)} = |z|n einφ
Berücksichtigt man andererseits:
 
 zn = |z|n {cos(φ) + i.sin(φ)}n = |z|n ∑(nk)cos(φ)n-k ik.sin(φ)k  ,
so erhält man durch Vergleich von Real- und Imaginärteil beider Darstellungen Formeln für das n-fache Argument von Sinus und Cosinus, die sogenannten Moivresche Formeln (Abraham de Moivre, 1667-1754). Beispielsweise ergeben sich für  n = 2  :
z2 = |z|2{cos(2φ) + i.sin(2φ)} = |z|2[cos(φ)2+i.2cos(φ)sin(φ)+i2sin(φ)2]  
unter Berücksichtigung von i2 = -1  die bereits bekannten Formeln:
cos(2φ) = cos(φ)2 - sin(φ)2 

und 

sin(2φ) = 2 cos(φ)sin(φ)

Wurzeln + Einheitswurzeln

Für  z = |z| {cos(φ) + i.sin(φ)} = |z| eiφ  ist die  n-te Wurzel gegeben durch:

z1/n  = |z|1/n{cos((φ+k.360°)/n)+i.sin((φ+k.360°)/n)} = n√|z| ei(φ+k.2π)/n  k=0,..n-1

Die n-ten Wurzeln aus einer komplexen Zahl sind paarweise verschieden für  k=0,..n-1  und wiederholen sich für  k≥n  . Die n-te Wurzel ist also mehrdeutig (genauer: n-deutig).
Im Falle  z = 1 (|z|=1 , φ=0)  spricht man von den  n-ten Einheitswurzeln:

 
{ 1, ei2π/n, ei4π/n,..., ei2(n-1)π/n }  sind (alle) Lösungen von  zn = 1

Sie liegen auf dem Einheitskreis und bilden ein regelmäßiges  n-Eck , beginnend auf der reellen Achse bei  1  

Für  n>1  ist die Summe aller n-ten Einheitswurzeln gleich  0  !

Fundamentalsatz der Algebra

Das Polynom  p(z) = zn - a  besitzt also  n  verschiedene Nullstellen, nämlich die n-ten Wurzeln von  a  . Es gilt allgemein:

Jedes komplexe Polynom n-ten Grades

p(z) = anzn+an-1zn-1+...+a1z+a0  , ak∊ℂ, an≠0

besitzt genau  n  (nicht notwendig verschiedene) Nullstellen  z1, z2, ..., zn  
im Körper der komplexen Zahlen. Es läßt sich also dort in  n  Linearfaktoren zerlegen:


 p(z) = (z -z1)(z-z2)....(z-zn)

Sind die Koeffizienten  ak  von  p(z)  reell, so sind die Nullstellen reell oder sie treten paarweise komplex konjugiert auf.

Der Fundamentalsatz sagt nichts darüber aus, wie diese Nullstellen zu finden sind. Es gibt auch im Komplexen außer in einfachen Spezialfällen keine allgemeine Formel, wie die Nullstellen berechnet werden können. Man kann also nur die Nullstellen einzeln erraten oder numerisch bestimmen und so den Grad des Polynoms mit Polynomdivision sukzessive reduzieren.

Beispiel:  Nach dem Fundamentalsatz hat das Polynom  p(z) = z3 - 2 z -4  drei Nullstellen. Davon muß eine reell sein, weil eine komplexe Nullstelle zusammen mit der konjugiert komplexen Zahl auftritt. Durch Probieren  z = 0,±1,±2  findet man  p(2) = 0  , also  z1 = 2  . Abspalten des Faktors  (z-2)  mittels des Horner-Schemas ergibt:  p(z) = (z-2)(z2+2z+2)  . Die Lösungs-formel für quadratische Gleichungen liefert endlich:  z2,3 = -1±√1-2 = -1 ± i  .
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