§5 Rechnen mit Matrizen
Eine Matrix ist – wie bei den Gleichungssystemen bereits gesehen – ein Schema folgender Gestalt:
	(
	a11  a12  a13  ...........a1j.............a1n
a21  a22  a23  ...........a2j.............a2n
....................................................
ai1  ai2  ai3  ..............aij..............ain
....................................................
am1  am2  am3  ..........amj............amn
	)
	 -- i-te Zeile


	
	                                |
	
	

	
	                          j-te Spalte
	
	


Und schreibt dafür auch kurz:   A = (aij)  ( Mmxn , wobei Mmxn die Menge aller Matrizen mit m Zeilen und n Spalten bezeichnet.
Spezielle Matrizen
1. Sind alle Matrixelemente Null so spricht man von der Nullmatrix: 

	N = 
	(
	0  0 .....0
0  0 .....0
..............
0  0 .....0
	)


Im Falle  m = n  (# Zeilen = # Spalten) spricht man von quadratischen Matrizen. Insbesondere für diese unterscheidet man weitere Spezialfälle:
2. Sind die Matrixelemente außerhalb der Diagonalen Null, so spricht man von einer Diagonalmatrix: 

	D = 
	(
	d11  0 ... ..0
 0  d22 .....0
..................
 0   0 ......dnn
	)


3. Sind bei einer Diagonalmatrix noch alle Diagonalelemente gleich 1, so spricht man von der Einheitsmatrix: 

	I = 
	(
	1 0 .....0
0 1 .....0
.............
0 0 .....1
	)


4. Sind (nur) die Matrixelemente unterhalb der Diagonalen Null, so spricht man von einer oberen Dreiecksmatrix: 

	U = 
	(
	a11……....a1n
 0  a22 .....a2n
.0….............
 0   0 .......ann
	)


5. Sind (nur) die Matrixelemente oberhalb der Diagonalen Null, so spricht man von einer unteren Dreiecksmatrix: 

	L = 
	(
	a11………...0
a21 a22 .......0
…….............
an1...........ann
	)


6. Sind die Matrixelemente links und rechts der Diagonalen gleich, so spricht man von einer symmetrischen Matrix: 

	S = 
	(
	a11 a21…..an1
a21 a22 .........
…….............
an1...........ann
	)


Matrixoperationen

1.Die Addition zweier beliebiger Matrizen  A = (aij) , B = (bij)  ( Mmxn gleicher „Bauart” wird elementweise erklärt:  A + B = (aij + bij) = :(cij) = C
	A + B =
	(
	a11 a12…..a1n
a21 a22 .........
…….............
am1..........amn
	)
	+
	(
	b11 b12…..b1n
b21 b22 .........
…….............
bm1..........bmn
	)
	= C: =

	(
	a11+b11  a12+b12………..a1n+b1n
a21+b21  a22+b22 ............a2n+b2n
…….............
am1+bm1  ………............amn+bmn
	)


Da letztlich sich alles in den reellen Zahlen abspielt, gelten insbesondere auch für die Matrizenaddition die Regeln:
(A1) Für alle  A, B,C ( Mmxn:  (A + B) + C = A + (B + C)  (Assoziativgesetz)

(A2) Für alle  A, B ( Mmxn:              A + B = B + A         (Kommutativgesetz)
(A3) Es gibt die Nullmatrix  N  mit  N + A =  A + N  = A   für jedes A ( Mmxn
(A4) Für jedes  A = (aij) ( Mmxn  gibt es -A = (-aij) ( Mmxn  mit   A + -A = N  
Das bedeutet aber, dass  (Mmxn , „+“)  eine (additive) abelsche Gruppe ist.

2.) Auch die Multiplikation einer Matrix  A = (aij) ( Mmxn  mit einem Skalar  s ( IR  wird wieder elementweise erklärt:  s◦A = s◦(aij):= (s*aij)

	s◦A =  s◦
	(
	a11 a12…..a1n
a21 a22 .........
…….............
am1..........amn
	)
	= 
	(
	s*a11  s*a12…..s*a1n
s*a21  s*a22 ….........
……........................
s*am1...............s*amn
	)


Es gelten hier auch die Regeln für beliebige A,B ( Mmxn und  r,s ( IR :
(S1)
r ◦ ( s ◦ A ) = ( r * s ) ◦ A



("Assoziativität")
(S2)
s ◦ ( A + B ) = s ◦ A + s ◦ B


(Distributivität)
(S3)
( r + s ) ◦ A = r ◦ A + s ◦ A


(Distributivität)
(S4)

1 ◦ A = A




(Gesetz der Eins)
Somit wird  (Mmxn , „+“, “◦”)  sogar zum Vektorraum!
3.) Unter dem Transponieren einer Matrix  A ( Mmxn  versteht man das „Kippen“ um die (fiktive) Diagonale. Dies ist selbst für nichtquadratische Matrizen möglich und definiert:  A = (aij) ( Mmxn  (  AT= (aji) ( Mnxm   
So ist z.B.
	A = 
	(
	1 2 3

4 5 6
	)
	   ,   AT = 
	(
	14
25
36
	)


Es gilt für jede Matrix  (AT)T = A
4.) Eine wichtige Rolle spielt schließlich die Matrizenmultiplikation, etwa bei linearen Gleichungssystemen oder als Verflechtungsmatrix:
Eine Multiplikation zwischen zwei Matrizen ist immer dann möglich, wenn die Spaltenzahl des linken Faktors gleich der Zeilenzahl des rechten Faktors ist (Anschlusszahl):  Für  A = (aij) ( Mmxn  B = (bjk) ( Mnxp   ist die Multiplikation erklärt durch die Produktmatrix

C = (cik) = A*B: = (j=1(n aij*bjk)  ( Mmxp     i=1,..,m  ,  j=1,…,n  , k=1,…,p

So ist z.B. mit
	A = 
	(
	  0   1   2

10 15 10

  4   3   2
	)
	 ( M3x3  ,   B = 
	(
	3  1  4  1

3  5  1  2

1  2  3  5
	)
	( M3x4  


das Produkt  C = A*B  ( M3x4   übersichtlich imEs gelten für die Matrizen Falkschema dargestellt:
	C= A*B
	  3
	    1
	  4
	  1

	
	  3
	    5
	  1
	  2

	
	  1
	    2
	  3
	  5

	  0
	  1
	  2
	  5
	    9
	  7
	12

	10
	15
	10
	85
	105
	85
	90

	  4
	  3
	  2
	23
	  23
	25
	20


Dabei ergibt sich etwa c23 zu:    c23 = 10*4 + 15*1 + 10*3 = 85 
Für alle Matrizen, für die die folgenden Operationen möglich sind, gelten folgende Regeln
1. (A*B)*C = A*(B*C)
2. (A*B)T = BT*AT
3. A*(B + C) = A*B + A*C

4. (A + B)*C = A*C + B*C
Eine quadratische Matrix  A ( Mnxn  heißt invertierbar (regulär), wenn es eine Matrix  A-1 ( Mnxn  gibt, mit   A*A-1 = A-1*A = In  (Einheitsmatrix)

5. Nicht jede quadratische Matrix ist invertierbar! 

6. (A-1)-1 = A

7. (A*B)-1 = B-1*A-1
8. (AT)-1 = (A-1)T
Die praktische Berechnung der Inversen A-1 einer quadratischen Matrix A erfolgt durch simultanes Lösen eines Gleichungssystems mit verschie-denen rechten Seiten mit Hilfe des vollständigen Gauß-Algorithmus:
Beim simultanen Lösen eines LGS mit mehreren rechten Seiten wird das Schema um die gegebenen rechten seiten erweitert und wie bisher die Koeffizientenmatrix auf obere Dreiecksform gebracht: 

	(
	2  3  |  5  1  1
	)
	-----+(-2)

	
	4  7  |11  3  1
	
	<---+

	(
	2  3  | 5  1   1
	)
	 

	
	0  1  | 1  1  -1
	
	 


 Statt durch Aufrechnen der verschiedenen rechten Seiten, kann durch den „vollständigen Gauß“ die Koeffizientenmatrix sogar zur Einheitsmatrix überführt werden:

	(
	2  3  | 5  1   1
	)
	<---+

	
	0  1  | 1  1  -1
	
	 ----+(-3)

	(
	2  0  | 2 -2   4
	)
	:2 

	
	0  1  | 1  1  -1
	
	 

	(
	1  0  |  1 -1 -2
	)

	
	0  1  |  1  1  1
	


Die Lösung für die jeweiligen rechten Seiten können so nun einfach abgelesen werden.
Setzt man für einen Matrix  A  speziell die Spalten der Einheitsmatrix als rechte Seiten ein und kann danach auflösen, so ist die Matrix invertierbar und man erhält auf diese Weise die Inverse:
	(
	2  3  |  1  0
	)
	-----+(-2)

	
	4  7  |  0  1
	
	<---+

	(
	1  0  | 7/2  -3/2
	)

	
	0  1  | -2      1  
	


Wie man durch Nachrechnen leicht bestätigt:
	A* A-1 = (
	2  3
	) * (
	7/2  -3/2
	) = (
	1  0
	) = I2

	
	4  7
	
	-2      1
	
	0  1
	


Das Grundschema läuft also für eine Matrix  A  in der Form   (A|I)  (  (I|A-1)   ab, sofern eine (obere) Dreiecksform (mit nichtverschwindenden Diagonalelementen) überhaupt erreichbar ist. Dann und nur dann existiert auch die inverse Matrix  A-1. 
Mit deren Hilfe wiederum ist jedes lineare Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix   A   lösbar:  Aus  A*x = b  folgt durch „Links“-Multiplikation mit der Inversen auf beiden Seiten:   A-1*(A*x) = (A-1*A)*x =  I*x = x = A-1*b   die Lösung für eine beliebige rechte Seite erhält man also einfach durch Multiplikation mit der Inversen!
Aufwandabschätzungen aber zeigen, dass für eine (oder einige wenige) rechte Seite(n) das einfache Gauß-Verfahren mit Aufrechnen viel effizienter ist als das vollständige Gauß-Schema (mit „Gewinn“ der Inversen).
§6 Determinanten

Die Determinante einer quadratischen Matrix  A ( M2x2   ist gegeben durch 

	det A = |
	a11   a12
	 | = a11*a22 – a12*a21

	
	a21   a22
	


1.) Die Determinante der Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems verschwindet genau dann nicht, wenn das System eindeutig lösbar ist. (det A ≠ 0 )

2.) Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn die Determinante nicht verschwindet.

3.) Die Determinante der Transponierten  AT  einer Matrix A ( Mnxn   ist gleich der Determinante von A selbst:  det AT = det A 

4.) Die Determinante des (skalaren) s-fachen einer Matrix A  ist das  sn- fach der Determinante von A:    det s◦A = sn*det A

5.) Multipliziert man (nur) eine Zeile (Spalte) einer Matrix durch mit einer Zahl s, so ändert sich die Determinante ebenfalls um den Faktor  s .

6.) Vertauscht man zwei Zeilen (Spalten) so wechselt das Vorzeichen der Determinante.
7.) Addiert man ein Vielfaches einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte), so ändert sich die Determinante nicht. 
(einfache Gaußumformungen verändern die Determinante nicht !)
8.) Die Determinante einer (oberen/unteren) Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente.

9.) Die Determinante des Produkts zweier Matrizen ist das Produkt der Determinanten:    det(AB)  = det A * det B

10.) Die Determinante der Inversen  A-1  einer Matrix  A  ist der Kehrwert der Determinante der Matrix:      det A-1 = 1 / det A

11.) Die Lösung eines linearen Gleichungssystems kann als Quotient von Determinanten beschrieben werden (Cramersche Regel)

	
	
	|
	b1   a12
	|
	
	|
	a11   b1
	|

	a11*x + a12*y = b1
	x =
	
	b2   a22
	
	,   y =
	
	a21   b2
	

	a21*x + a22*y = b2
	
	|
	a11  a12
	|
	
	|
	a11  a12
	|

	
	
	
	a21  a22
	
	
	
	a21  a22
	


12.) Enthält ein lineares Gleichungssystem einen (oder mehrere) Parameter, so kann mit Hilfe der Determinante am einfachsten entschieden werden für welche Werte des Parameters genau eine Lösung existiert. Insbesondere können die Eigenwerte einer Matrix mit Hilfe der Determinante bestimmt werden.
Die Determinante einer quadratischen Matrix  A ( M3x3   ist gegeben durch:
	det A = |
	a11  a12  a13
	| = a11*a22*a33 + a12*a23*a31 +  a13*a21*a32 + . . .   - a11*a23*a32  -  a13*a22*a31  -  a12*a21*a33

	
	a21  a22  a23
	

	
	a31  a32  a33
	


(Regel von Sarrus)
N = (nij)  ( Mmxn ,    mit  


nij = 0 für  i=1,..,m, j=1,…,n





D = (dij)  ( Mnxn ,    mit  


dij = 0  für  i ≠ j    i,j =1,…,n








I = In = (dij)  ( Mnxn ,    mit  � dij = 0  für  i ≠ j  � dij = 1  für  i = j  ,  i,j =1,…,n





U = (aij)  ( Mnxn ,    mit  


aij = 0  für  i > j    i,j =1,…,n








L = (aij)  ( Mnxn ,    mit  


aij = 0  für  i < j    i,j =1,…,n








S = (aij)  ( Mnxn ,    mit  


aij = aji  für   i,j =1,…,n











