§1 Mengen

1. Grundlegende Definitionen und Bezeichnungen

2. (G. Cantor, 1895): "Unter einer Menge M verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen"

3. Die Objekte einer Menge A heißen Elemente von A

4. Mengen werden immer mit Großbuchstaben  A, M , ℕ, ... ,
Elemente mit Kleinbuchstaben bezeichnet : a, m, x, n, ....

5. a ∈ A heißt : a ist Element von A, 
a ∉ A heißt : a ist kein Element von A

6. Mengen werden durch Auflisten: {a,b,c,d} oder durch Angabe einer Aussageform: {a ∈ A : a hat Eigenschaft E } in einer Mengenklammer angegeben.

7. Die leere Menge enthält keine Elemente und wird mit ∅ oder {} bezeichnet.

1. B heißt Teilmenge von A, wenn jedes Element von B auch Element von A ist. In Zeichen :  B  ⊆  A,  oder manchmal auch nur  B  ⊂  A.

2.  Beispiele

3. ℕ   ist die Menge der natürlichen Zahlen: =  {  1,2,3,4,5,....  }  

4. ℕ0   ist die Menge der natürlichen Zahlen mit Null: =  {  0,1,2,3,4,....  }  

5. ℤ   ist die Menge der ganzen Zahlen :  =  {  0,±1,±2,±3,±4,...  }  

6. ℚ   ist die Menge der rationalen Zahlen :  =  {  p/q , p ∈ ℤ , q ∈ ℕ }     

7. ℝ   ist die Menge der reellen Zahlen
8. ℂ   ist die Menge der komplexen Zahlen
9. Es gilt :  ℕ  ⊂  ℕ0  ⊂  ℤ  ⊂  ℚ  ⊂  ℝ  ⊂  ℂ
10. Ƥ(A)  =  { ∅,{a},{b},{a,b} }  ist die Potenzmenge der Menge A =  {a,b}

Mengenoperationen

Für zwei Mengen  A, B sind definiert:

Durchschnitt:   A ∩ B := { x | x ∈ A  und  x ∈ B } 

Vereinigung:   A ∪ B := { x | x ∈ A  oder  x ∈ B } 

Komplement (Differenz):  A \ B := { x | x ∈ A  und  x ∉ B } 

Symmetrische Differenz:  A ∆ B := ( A \ B) ∪ (B \ A)

Es gelten eine Reihe von Rechenregeln, zum Beispiel: 

1. A ∪ B = B ∪ A

(Kommutativgesetz)

2. A ∪ A = A

3. A ∪ ( B ∪ C ) = ( A ∪ B ) ∪ C
(Assozitivgesetz)

4. A ∪ ( B ∩ C ) = ( A ∪ B ) ∩ ( A ∪ C )
("Distributivgesetz")

5. ( A \ B ) \ C = A \ ( B ∪ C )

6. A ∆ B = ( A ∪ B ) \ ( A ∩ B )

7. A ⊆ B  ⇔  A ∩ B = A  ⇔  A ∪ B = B  ⇔  A \ B = ∅ 

Die Verknüpfungen von Mengen lassen sich leicht durch die (Euler-)Venn-Diagramme veranschaulichen.

Kartesisches Produkt von Mengen

Das kartesische Produkt von zwei Mengen  M, N ist die Menge aller geordneter Paare  (x,y)  mit  x ∈ M  und  y ∈ N :

M x N := { ( x,y) | x ∈ M , y ∈ N  } .

Auch hier gelten eine Reihe von Rechenregeln, wie etwa:

( A ∪ B ) x C = ( A x C ) ∪ ( B x C )

A ⊆ C  und  B ⊆ D  ⇒  A x B ⊆ C x D

Teilmengen des kartesischen Produkts  M x M  führen zum Begriff der Relationen (in Zeichen etwa :  x ∼ y )

Spezielle Teilmengen von  D x W  können als Abbildungen von D nach W (in Zeichen : f:D → W , f(x) ↦ y ) interpretiert werden.

8. Beispiel: ℝ x ℝ besteht aus allen Paaren von reellen Zahlen. Das kartesische Produkt ist als Zahlenebene vorstellbar, wobei ein Paar (x,y) darin einen Punkt beschreibt. Man schreibt auch kurz:   ℝ x ℝ = ℝ2 .

