§3 Reelle Zahlen

Zahlmengen und Rechenoperationen

	Mengen
	Grundoperationen
	nicht lösbar

	Natürliche Zahlen ℕ
	 + , * 
	x + 1 = 0 

	Ganze Zahlen ℤ
	 + , - , * 
	2*x = 1 

	Rationale Zahlen ℚ
	 + , - , * , / 
	x*x = 2 

	Reelle Zahlen ℝ
	 + , - , * , / 
	x*x = -1 


Rechengesetze , Operationen in ℝ
In den reellen Zahlen sind Verknüpfungen (Operationen) erklärt:

+: ℝ x ℝ -( ℝ   ,   (x,y) -( x + y   Addition
*: ℝ x ℝ -( ℝ    ,   (x,y) -( x * y   Multiplikation
Es gelten die Rechenregeln:

A1:
x + ( y + z ) = ( x + y ) + z 


    (Assoziativgesetz)

A2:

x + y  = y + x



    (Kommutativgesetz)

A3: Es gibt  0 ∈ ℝ  mit  x + 0 = x


    (Existenz der Null)

A4: Zu jedem  x  gibt es ein  (-x)  mit x + (-x) = 0  (Ex. des Inversen)

M1:
x * ( y * z ) = ( x * y ) * z 


    (Assoziativgesetz) 

M2:

x * y  = y * x



    (Kommutativgesetz)

M3: Es gibt  1 ∈ ℝ  mit  1 * x = x


    (Existenz der Eins)

M4: Zu jedem  x ≠ 0  gibt es ein  (x-1)  mit  x + (x-1) = 1 (Ex. des Inversen)

D:
x * ( y + z ) = x * y + x * z


(Distributivgesetz)

Gruppen, Ringe  und Körper

1. Eine Menge G mit einer Verknüpfung  +  , die den Axiomen A1 – A4 genügt, heißt (additive) kommutative (=abelsche) Gruppe.

2. Eine Menge R mit zwei Verknüpfungen  + , * , die den Axiomen A1 – A4, M1(-M3), D genügt, heißt (kommutativer ) Ring (mit Eins)
3. Eine Menge K mit zwei Verknüpfungen  + , * , die den Axiomen A1 – A4, M1 – M4, D genügt, heißt Körper.

Anordnung der reellen Zahlen

Für zwei reelle Zahlen  a, b ∈ ℝ gibt es genau eine der drei Möglichkeiten:

a) a < b  („a kleiner b“)    b)  a = b   („a gleich b“)    c)  a > b  („a größer b“)

Bezeichnung : a), b) zusammengefaßt:  a ≤ b („a kleiner gleich b“). Es gilt:

a ≤ b  und  b ≤ c  ⇛  a ≤ c

(Transitivität)
.
a < b ⇛  a + c < b + c


(Monotonie-)
 
a < b , c > 0  ⇛  c*a  < c*b

(Gesetze)

Archimedisches Axiom, Dedekindscher Schnitt, Intervalle

Zu allen  0 < x, y ∈ ℝ  gibt es immer eine natürliche Zahl n ∈ ℕ  mit: 

n*y > x
(Es genügt  n > x )
(Archimedisches Axiom)

Ist  ℝ  so in zwei Klassen  K1, K2  eingeteilt, daß gilt:

K1 ∪ K2 = ℝ,
K1 , K2 ǂ Ø,

a ∈ K1 , b < a  ⇛  b ∈ K1,

dann gibt es genau eine reelle Zahl  s ∈ ℝ (Schnittzahl) derart, daß alle Zahlen  a  ∈ ℝ  mit  a < s zu K1 und alle Zahlen  b ∈ ℝ  mit b > s  zu K2  gehören. { K1, K2 }  heißt dann Dedekindscher Schnitt.

Endliche Intervalle:
[a,b] : = { x ∈ ℝ , a ≤ x ≤ b } 

abgeschlossenes Intervall

(a,b] : = { x ∈ ℝ , a < x ≤ b } 

halboffenes Intervall
[a,b) : = { x ∈ ℝ , a ≤ x < b } 

halboffenes Intervall

(a,b) : = { x ∈ ℝ , a < x < b } 

offenes Intervall

Unendliche Intervalle:
 ℝ ≥ a : = [a, ∞ ) : = { x ∈ ℝ , a ≤ x < ∞ }

 ℝ > a : = (a, ∞ ) : = { x ∈ ℝ , a < x < ∞ }

 ℝ ≤ a : = ( - ∞ ,a] : = { x ∈ ℝ , - ∞ < x ≤ a }

 ℝ < a : = ( - ∞ ,a) : = { x ∈ ℝ , - ∞ < x < a }

Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Bezeichnungen:
a0 : = 1,
a1 : = a,
an : = a*a*a*     *a,
(n mal)

Definition: Die n-te Wurzel einer reellen Zahl  a ≥ 0  :  b : = n √ a = a1/n  ist definiert als diejenige positive Zahl  0 ≤ b ∈ ℝ  mit  bn = a .

Definition: Der durch die Gleichung  a = bx  für  a,b ≥ 0  eindeutig bestimmte Exponent  x  heißt  Logarithmus von a zur Basis b .

Bezeichnungen:
x = logb a

(allgemein)

lg a : = log10 a := log10 a

(10er- oder dekadischer Logarithmus)

ln a : = loge a  mit  e = 2,718281828459..
(natürlicher Logarithmus)

Es gilt:


logc b * logb a = logc a



Betrag einer reellen Zahl, Abstand zweier reellen Zahlen

Der Betrag  ∣ a ∣  einer reellen Zahl  a  ist erklärt durch:

	
	{
	 a
	
	a > 0

	|a| =
	
	 0
	für
	a = 0

	
	
	-a
	
	a < 0


und ist der Abstand der Zahl a vom Nullpunkt auf der reellen Zahlenachse. Der Abstand zweier reellen Zahlen  a, b  ist dann durch  ∣ b – a ∣  gegeben.

