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1.Übungsblatt

Claus-Peter Hugelmann

Aufgabe 1: Berechnen Sie die unbestimmten Integrale:

a) ∫ (ar)1/3 dr ,  b) ∫ cos(bt+c) dt , c) ∫ x2/y3 dz ,  d) ∫ 1 / (x + e) dx .

Lösungen:

a) ∫ (ar)1/3 dr = a1/3 ∫ r1/3 dr = a1/3 [¾ r4/3] = ¾ a1/3r4/3 + C
b) ∫ cos(bt+c) dt 
= ∫ cos(y) dy/b  für y = bt+c  ,  dy = b*dt
 


= 1/b*sin(y) + C = 1/b*sin(bt+c) + C
c) ∫ x2/y3 dz = x2/y3∫ 1 dz = x2/y3z + C
d) ∫ 1 / (x + e) dx 
= ∫ 1/y dy   für y = x + e  ,  dy = dx
 


= ln(y) + C = ln(x+e) + C
Aufgabe 2: Berechnen Sie die bestimmten Integrale:

a) 2∫3 (3r/2) 1/2 dr , b) 0∫π/2 cos(2t+π) dt , c) √2∫√5 ( 1/(x+1) + 1/(x-1) ) dx

Lösungen:

a) 2∫3 (3r/2) 1/2 dr = √3/2 2∫3 r1/2 dr = √3/2 2[2/3 r3/2]3 = √2/3 [(33/2 - 23/2] = 



= 3√2 – 4/√3 = 4,24264 - 2,30940 = 1,93324
b) 0∫π/2cos(2t+π) dt = ½ 0[sin(2t+ π)]π/2= ½[sin(2 π) – sin(π) ] = ½[0-0] = 0
c) √2∫√5 ( 1/(x+1) + 1/(x-1) ) dx = √2∫√51/(x+1) dx + √2∫√51/(x-1) dx = 
 
√2[ln(x+1)]√5 + √2[ln(x-1)]√5 = √2[ln( (x+1)(x-1) )]√5 = √2[ln(x2 -1)]√5 =  .
ln(4) – ln(1) = ln(4) = ln(22) = 2ln(2) = 1,38629
Aufgabe 3: Berechnen Sie die unbestimmten Integrale:

a) ∫ cos2(x) dx ,  b) ∫ cosh2(x) dx , c) ∫ sin2(x) dx ,  d) ∫ sinh2(x) dx .

Lösungen:

a) ∫ cos2(x) dx = [cos(x)sin(x)] - ∫ - sin2(x) dx = …
partielle Integration mit  
 f(x) = cos(x)  und g’(x) = cos(x) 
 




f’(x) = -sin(x)  und g(x) = sin(x)

∫cos2(x) dx = [cos(x)sin(x)] + ∫sin2(x) dx = [cos(x)sin(x)] + ∫(1 - cos2(x) ) dx = 

[cos(x)sin(x)] + ∫1 dx  -  ∫cos2(x) dx = cos(x)sin(x) + x + C  - ∫cos2(x) dx

Also:  2*∫ cos2(x) dx = cos(x)sin(x) + x + C   und daraus:

∫ cos2(x) dx = ½ [cos(x)sin(x) + x] + C
b) ∫ cosh2(x) dx = [cosh(x)sinh(x)] - ∫ sinh2(x) dx = …
partielle Integration mit  
f(x) = cosh(x)  und  g’(x) = cosh(x) 
 




f’(x) = sinh(x)  und  g(x) = sinh(x)

 …= [cosh(x)sinh(x)] - ∫sinh2(x) dx = [cosh(x)sinh(x)] - ∫( cosh2(x) - 1 ) dx = 

[cosh(x)sinh(x)] + ∫1dx - ∫cosh2(x) dx = cosh(x)sinh(x) + x + C - ∫cosh2(x) dx

Also:  2*∫ cosh2(x) dx = cosh(x)sinh(x) + x + C   und daraus:

∫ cosh2(x) dx = ½ [cosh(x)sinh(x) + x] + C 

c) ∫ sin2(x) dx = [-cos(x)sin(x)] - ∫ - cos2(x) dx = …
partielle Integration mit  
 f(x) = sin(x)  und g’(x) = sin(x) 
 




f’(x) = cos(x)  und g(x) = -cos(x)

 … = [-cos(x)sin(x)] + ∫cos2(x) dx = [-cos(x)sin(x)] + ∫(1 - sin2(x)) dx = 

[-cos(x)sin(x)] + ∫1 dx  -  ∫sin2(x) dx = -cos(x)sin(x) + x + C  - ∫sin2(x) dx

Also:  2*∫ sin2(x) dx = -cos(x)sin(x) + x + C   und daraus:

∫ sin2(x) dx = ½ [ x - cos(x)sin(x) ] + C
d) ∫ sinh2(x) dx = [cosh(x)sinh(x)] - ∫ cosh2(x) dx = …
partielle Integration mit  
 f(x) = sinh(x)  und g’(x) = sinh(x) 
 




f’(x) = cosh(x)  und g(x) = cosh(x)

 = [cosh(x)sinh(x)] - ∫cosh2(x) dx = [cosh(x)sinh(x)] - ∫( sinh2(x) + 1 ) dx = 

[cosh(x)sinh(x)] - ∫1 dx - ∫sinh2(x) dx = cosh(x)sinh(x) - x + C  - ∫sinh2(x) dx

Also:  2*∫ sinh2(x) dx = cosh(x)sinh(x) - x + C   und daraus:

∫ sinh2(x) dx = ½ [cosh(x)sinh(x) - x] + C 

Aufgabe 4: Finden Sie die Stammfunktionen zu:

a) cos(ax)*esin(ax) , b) sin(bx)*cos(bx) , c) ln(x)/x , d) 3√x2 , e) cot(x)

Lösungen:

a) ∫ cos(ax)*esin(ax) dx = ∫ ey dy/a  für  y = sin(ax)  ,  dy = a*cos(ax) dx
 



   = 1/a*ey + C = 1/a*esin(ax) + C
 
Wegen  ∫ cos(ax)*esin(ax) dx = 1/a ∫ a*cos(ax)*esin(ax) dx   liegt hier 
 
Typ D:   ∫ f’(x)*g(f(x)) dx = G(f(x)) + C   vor

b) ∫ sin(bx)*cos(bx) dx = ∫ y dy/b  für  y = sin(bx)  ,  dy = b*cos(ax) dx
 



   = 1/b*½*y2 + C = 1/2b*sin2(bx) + C
 
Wegen  ∫ sin(bx)*cos(bx) dx = 1/b ∫ sin(bx)*b*cos(ax) dx   liegt hier 
 
Typ B:   ∫ f’(x)*f(x) dx = ½*f(x)2 + C   vor

c) ∫ ln(x)/x dx = ∫ y dy  für  y = ln(x)  ,  dy = 1/x dx
 



   = ½*y2 + C = ½*ln2(x) + C
 
Auch hier liegt Typ B:   ∫ f(x)*f’(x) dx = ½*f(x)2 + C   vor

d) ∫ 3√x2 dx = ∫ x2/3 dx = 3/5* x5/3  + C
e) ∫cot(x) dx = ∫ cos(x)/sin(x) dx = ∫ 1/y dy  für  y = sin(x) , dy = cos(x) dx
 

       = ln(y) + C = ln(sin(x)) + C
 
Hier liegt Typ C:   ∫ f’(x)/f(x) dx = ln(f(x)) + C   vor

Aufgabe 5: Lösen Sie mittels partieller Integration:

a) ∫ x2cos(kx) dx ,  b) ∫ x2eax dx , c) ∫ x2sin(kx) dx ,  d) ∫ hx*sinh(hx) dx 

Lösungen:

a) ∫ x2cos(kx) dx = [x2*sin(kx)/k] - ∫ 2x*sin(kx)/k dx    (durch part. Integration
mit:  f(x) = x2 , g’(x) = cos(kx) --- f’(x) = 2x  ,  g(x) = sin(kx)/k  )
… = [x2*sin(kx)/k] – { [2x/k2*(-cos(kx))] - ∫ 2/k2*(-cos(kx)) dx } = 
[x2*sin(kx)/k] + [2x/k2*cos(kx)] - ∫ 2/k2*cos(kx) dx } = 
x2*sin(kx)/k + 2x/k2*cos(kx) - 2/k3*sin(kx) + C 
Probe: (x2*sin(kx)/k + 2x/k2*cos(kx) - 2/k3*sin(kx) + C )’ = (Produktregel!)
2x/k*sin(kx) + x2*cos(kx) +2/k2*cos(kx) + 2x/k*(-sin(kx)) - 2/k2*cos(kx) = 
 = x2*cos(kx)

b) ∫ x2*eax dx = [x2*eax/a] - ∫ 2x*eax/a dx    (durch part. Integration
mit:  f(x) = x2 , g’(x) = eax --- f’(x) = 2x  ,  g(x) = eax/a  )
… = [x2*sin(kx)/k] – { [2x/a2*eax] - ∫ 2/a2*eax dx } = 
x2/a*eax – 2x/a2*eax + 2/a3*eax + C 
Probe:  (x2/a*eax – 2x/a2*eax + 2/a3*eax + C ) ‘ = (Produktregel!)
2x/a*eax + x2*eax  - 2/a2*eax  -2x/a*eax + 2/a2*eax  = x2*eax 

c) ∫ x2sin(kx) dx = [-x2*cos(kx)/k] + ∫ 2x*cos(kx)/k dx  (part. Integration
mit:  f(x) = x2 , g’(x) = sin(kx) --- f’(x) = 2x  ,  g(x) = - cos(kx)/k  )
… = [-x2*cos(kx)/k] + { [2x/k2*sin(kx))] - ∫ 2/k2*sin(kx) dx } = 
-x2/k*cos(kx) + 2x/k2*sin(kx) + 2/k3*cos(kx) + C 
Probe: (2/k3*cos(kx) + 2x/k2*sin(kx) -x2/k*cos(kx) + C )’ = (Produktregel!)
- 2/k2*sin(kx) +2/k2*sin(kx) + 2x/k*cos(kx) - 2x/k*cos(kx) + x2*sin(kx) = 
 = x2*sin(kx)

d) ∫ hx*sinh(hx) dx = [hx*cosh(hx)/h] - ∫ h*cosh(hx)/h dx = 
 x*cosh(hx) – sinh(hx)/h + C  (partielle Integration mit:
:  f(x) = hx , g’(x) = sinh(hx) --- f’(x) = h  ,  g(x) = - cosh(hx)/h  )
Probe: ( x*cosh(hx) – sinh(hx)/h + C )’  = 
cosh(hx) + x*sinh(hx)*h  - cosh(hx)*h/h = hx*sinh(hx)

a) Aufgabe 6: Lösen Sie durch geeignete Substitution:

b) ∫ (3s +4)8 ds , b) ∫ ( e3x - e2x )/ex dx , c) ∫ ln(x+√1+x2) dx , d) ∫ x*√1-x2 dx 

Lösungen:

a) ∫ (3s + 4)8 ds = ∫ y8 dy/3  für  y = 3s + 4  ,  dy = 3dx
 



   = 1/3*1/9*y9 + C = 1/27*(3s+4)9 + C
 
Hier liegt Typ A vor:   ∫ f(ax+b) dx = 1/a*F(ax+b) + C 

b) ∫ ( e3x - e2x )/ex dx = ∫ (y3 –y2)/y dy/y  für  y = ex  ,  dy = ex dx
 
∫ (y – 1) dy = ½*y2 – y + C = ½*e2x -  ex + C
 
Ohne Substitution  ∫ ( e3x - e2x )/ex dx = ∫ ( e2x - ex ) dx = 
 
∫ e2x dx  -  ∫ ex dx = ½e2x  -  ex + C  geht es auch !

c) ∫ ln(x+√1+x2) dx = ∫ ln( sinh(y)+√1+sinh2(y) ) cosh(y) dy  = …
Mit Typ F:  für  ∫ f(x,..,√a2+x2) dx  wähle  x = a*sinh(y)  als Substitution
ergibt sich hier   x = 1*sinh(y)  ,  dx = cosh(y) dy
Es ist dann  √1+sinh2(y))+√cosh2(y) = cosh(y)  und folglich  sinh(y)+√1+sinh2(y)  = sinh(y) + cosh(y) = ½( ey - ey ) + ½( ey + ey )  = ey  
und somit  ln( sinh(y)+√1+sinh2(y) )  = ln(ey) = y  !     
Also: ∫ ln( sinh(y)+√1+sinh2(y) ) cosh(y) dy  = ∫ y*cosh(y) dy  = 
[y*sinh(y)] - ∫ sinh(y) dy = y*sinh(y) – cosh(y) + C = 
y*sinh(y) - √1+sinh2(y)) + C = arsinh(x)*x - √1+x2) + C
d) ∫ x*√1-x2 dx = -½*∫ √y dy = -½*∫ y1/2 dy  mit  y = 1 - x2  ,  dy = -2x dx 
 
… =  -½*⅔*y3/2  + C = -⅓* y3/2 + C = -⅓*(1- x2)3/2 + C
Auch Typ E:  für  ∫ f(x,..,√a2-x2) dx  wähle  x = a*sin(y)  als Substitution
führt hier mit   x = 1*sin(y)  ,  dx = cos(y) dy   (etwas mühsamer) zum Erfolg:  Es ist dann   √1-x2 = √1-sin2(y) )+√cos2(y) = cos(y)  und folglich 
 ∫ x*√1-x2 dx  = ∫ sin(y)*cos(y)*cos(y)*dy  = ∫ sin(y)*cos2(y) dy  
Eine zweite Substitution   z = cos(y)  ,  dz = -sin(y) dy   liefert dann 
∫ sin(y)*cos2(y) dy  = - ∫ z2 dz = -⅓*z3 + C = -⅓*cos3(y) + C = 
-⅓*( √1-sin2(y) )3 + C = -⅓*( √1-x2 )3 + C  = -⅓*(1- x2)3/2 + C
Aufgabe 7: Lösen Sie mit Hilfe der Partialbruchzerlegung:

a)∫ 1/ (a2 - x2) dx , b) ∫ 3y / (y3 + 3y2 - 4) dy , c) ∫ (2z + 1) / (z3 - 6z2 + 9z) dz

Lösungen:

a) 1. Schritt: Polynomdivision, falls Zählergrad >= Nennergrad   entfällt !
    2. Schritt: Zerlegung des Nennerpolynoms in Linearfaktoren (soweit 
    möglich): (a2 - x2) = (a – x)*(a + x)    Binomische Formel ! 
    3. Schritt:  Ansatz:
    1/ (a2 - x2) = A1 / (a-x)  +  A2 / (a+x) = ( A1*(a+x)  +  A2*(a-x) ) / (a2 - x2) = 
                      ( (A1 – A2)*x + (A1 + A2)*a ) / (a2 - x2)
   4. Schritt: Bestimmung der Parameter (hier durch Koeffizientenvergleich)
   nach Multiplikation mit dem Nenner  (a2 - x2)   ergibt sich aus Schritt 3:
   1 = (A1 – A2)*x + (A1 + A2)*a   und daraus    A1 – A2 = 0  , (A1 + A2)*a = 1
   also A1 = A2 = 1 / 2a 
   5. Schritt: Integration
   ∫ 1/(a2 - x2) dx  = ∫ ( 1/2a * 1/(a - x)  + 1/2a * 1/(a + x)  ) dx  = 
     1/2a * ∫ 1/(a - x) dx  +  1/2a * ∫ 1/(a + x) dx = 
           -1/2a*ln(|a-x|) + 1/2a*ln(|a+x|) + C = 1/2a * ln(|(a+x)/(a-x)|) + C
b) 1. Schritt: Polynomdivision, falls Zählergrad >= Nennergrad   entfällt !
    2. Schritt: Zerlegung des Nennerpolynoms in Linearfaktoren (soweit 
    möglich):    y3 + 3y2 – 4 = (y - 1)*(y + 2)2   ,
    Die erste Nullstelle   y1 = 1  ergibt sich durch “Raten” , 
    mit Abdividieren   durch das Hornerschama:
 


1
3
0
-4

1

1
4
 4


1
4
4
 0

  und Benutzen der “Mitternachtsformel” für das quadratische Restpolynom:
y2,3 = - 4/2 ( ((4/2)2 – 4 = - 2 ( (0  =  - 2
    3. Schritt:  Ansatz:
    3y / (y3 + 3y2 - 4) = A1 / (y-1)  +  A2 / (y+2) + A3 / (y+2)2 = 
( A1*(y+2)2 +  A2*(y+2)*(y-1) + A3*(y-1)) / (y3 + 3y2 - 4)
   4. Schritt: Bestimmung der Parameter (hier durch Einsetzen)
nach Multiplikation mit dem Nenner  (y3 + 3y2 - 4)   ergibt sich aus Schritt 3:
   3y = A1*(y+2)2 +  A2*(y+2)*(y-1) + A3*(y-1)   und daraus
   für  y = y1 = 1:     3 = A1*(1+2)2 = 9A1    also    A1  = 1/3
   für  y = y2,3  = -2:     3*(-2) = -6 = A3*(-2-1) = -3A3    also    A3  = 2
   für  y = 0:     3*0 = 0  = A1*(0+2)2 +  A2*(0+2)*(0-1) + A3*(0-1)   = 
                                     = 4A1 - 2A2  - A3   = 4*1/3 - 2A2  - 2   also    A2  = -1/3 
   5. Schritt: Integration
   ∫ 3y / (y3 + 3y2 - 4) dy = ∫ ( 1/(3*(y-1))  - 1/3*(y-2) + 2/(y+2)2  ) dy  = 
     1/3*∫ 1/(y-1) dy - 1/3*∫ 1/(y+2) dy  + 2*∫ (y+2)-2  dy = 
           1/3*ln(|y-1|) - 1/3*ln(|y+2|) + 2*(-1)*(y+2)-1 + C = 
           1/3*ln(|(y-1)/(y+2)|)  -  2/(y+2) + C

c) 1. Schritt: Polynomdivision, falls Zählergrad >= Nennergrad   entfällt !
    2. Schritt: Zerlegung des Nennerpolynoms in Linearfaktoren (soweit 
    möglich): Die erste Nullstelle   z1 = 0  sieht man sofort (Ausklammern!):
      z3 - 6z2 + 9z = z*(z2 –6z +9) = (z - 0)*(z2 –6z +9)  ,  
   Benutzen der “Mitternachtsformel” für das quadratische Restpolynom:
y2,3 = - -6/2 ( ((6/2)2 – 9 = + 3 ( (0  =  + 3  .  Mit der doppelten Nullstelle 
y2,3 = 3  erhält man also die vollständige Zerlegung: z3 - 6z2 + 9z = z*(z - 3)2 
    3. Schritt:  Ansatz: 
(2z + 1) / (z3 - 6z2 + 9z)= A1 / z  +  A2 / (z-3) + A3 / (z-3)2 = 
( A1*(z-3)2 +  A2*(z-3)*z + A3*z ) / (z3 - 6z2 + 9z)
   4. Schritt: Bestimmung der Parameter (hier wieder durch Einsetzen)
nach Multiplikation mit dem Nenner  (z3 - 6z2 + 9z)  ergibt sich aus Schritt 3:
   2z +1 = A1*(z-3)2 +  A2*(z-3)*z + A3*z   und daraus
   für  z = z1 = 0: 
              1 = A1*(0-3)2 = 9A1  ,  also    A1  = 1/9
   für  z = z2,3  = 3:     2*3*+1 = 7 = A3*(3) = 3A3  ,  also    A3  = 7/3
   für  z = 2:    
      2*2 +1 = 5  = A1*(2-3)2 +  A2*(2-3)*2 + A3*2   = 
    = A1 - 2A2  + 2A3   = 1/9 - 2A2  + 2*7/3 = 43/9 - 2A2  ,  also    A2  = -1/9 
   5. Schritt: Integration
   ∫ (2z + 1) / (z3 - 6z2 + 9z) dz = ∫ ( 1/(9z)  - 1/(9*(z-3)) + 7/(3*(z-3)2) ) dz  = 
     1/9*∫ 1/z dz - 1/9*∫ 1/(z-3) dz  + 7/3*∫ (z-3)-2  dz = 
           1/9*ln(|z|) - 1/9*ln(|z-3|) + 7/3*(-1)*(z-3)-1 + C = 
           1/9*ln(|z/(z-3)|)  -  7/3*1/(z-3) + C

Aufgabe 8: Existieren die uneigentlichen Integrale:

a) 0∫∞ cos(at)e-st dt , b) 0∫1 1 / √1-y2 dy , c) 0∫∞ t2 e-2t dt   ?

Lösungen:

a) 0∫∞ cos(at)e-st dt = lim x ( ( 0∫x cos(at)e-st dt = (*) = 
lim x ( ( 0[e-st/(a2+s2)*( a*sin(at) – s*cos(at) ) ]x =
lim x ( ( (e-sx/(a2+s2)*( a*sin(ax) – s*cos(ax) )  - 
 
      e0/(a2+s2)*( a*sin(0) – s*cos(0) ) ) = 
lim x ( ( (e-sx/(a2+s2)*( a*sin(ax) – s*cos(ax) )  - 1/(a2+s2)*( a*0 – s*1 ) ) = 
lim x ( ( (e-sx/(a2+s2)*( a*sin(ax) – s*cos(ax) )  + s/(a2+s2) ) = 
a/(a2+s2)* lim x ( ( e-sxsin(ax)  - s/(a2+s2)* lim x ( ( e-sxcos(ax) + s/(a2+s2) =
a/(a2+s2)*0  - s/(a2+s2)*0 + s/(a2+s2) = s/(a2+s2)

Man beachte  + e-sx ( e-sxcos(ax) ( - e-sx  bzw.  + e-sx ( e-sxsin(ax) ( - e-sx  und lim x ( ( (e-sx = 0  .  Dann ist aber auch nach dem Einschließungs-kriterium    lim x ( ( e-sxsin(ax) = 0   und     lim x ( ( e-sxcos(ax) = 0 .

(*)  Die Berechnung der Stammfunktion gelingt mit zweimaliger partieller Integration:
Mit   f(t) = cos(at)  und g’(t) = e-st  ,  f’(t) = -a*sin(at)  und g(x) = -1/s*e-st  ist  
∫ cos(at)e-st dt = [-e-st*cos(at)/s] – a/s*∫ sin(at)e-st dt = ...
weiter  mit  f(t) = sin(at)  ,  g’(t) = e-st  ,  f’(t) = a*cos(at)  ,  g(x) = -1/s*e-st
... = [-e-st*cos(at)/s] – a/s*{ [-e-st*sin(at)/s] + a/s*∫ cos(at)e-st dt } = 
 [-e-st*cos(at)/s] + a/s*[e-st*sin(at)/s] - a2/s2*∫ cos(at)e-st dt     also
 ∫ cos(at)e-st dt + a2/s2*∫ cos(at)e-st  = ( 1 + a2/s2 ) *∫ cos(at)e-st dt = 
( (s2 + a2 )/s2 ) *∫ cos(at)e-st dt = a/s2*e-st*sin(at) - e-st*cos(at)/s   und daraus:
∫ cos(at)e-st dt = s2/(s2 + a2 )*( a/s2*e-st*sin(at) - e-st*cos(at)/s) ) = 
e-st/(s2 + a2 )*( a*sin(at) – s*cos(at) )
c) 0∫1 1 / √1-y2 dy = lim x ( 1 0∫x 1 / √1-y2 dy = (*) = 
lim x ( 1  0[arcsin(t)]x  = lim x ( 1  [arcsin(x) – arcsin(0)] = 
lim x ( 1  arcsin(x) = arcsin(1) = (/2 ( 1,5708   
Dieses uneigentliche Integral existiert also auch !

(*) Die Berechnung der Stammfunktion gelingt hier mittels Substitution gemäß Typ E:     y = 1*sin(z)   ,  dy =  cos(z)* dz :
∫ 1 / √1-y2 dy = ∫ 1 / √1-sin2(z)  *cos(z) dz = ∫ cos(z)/cos(z) dz =  ∫ 1 dz =
z + C = arcsin(y) + C

d) 0∫∞ t2 e-2t dt = lim x ( ( 0∫x t2 e-2t dt = (*) =
lim x ( ( 0[-½*e-2t*(t2 + t + ½) ]x  = 
lim x ( ( [-½*e-2x*(x2 + x + ½)  - -½*e0*(0 + 0 + ½)] =
 lim x ( ( [-½*e-2x*(x2 + x + ½)  + ½*1* ½)] = 
lim x ( ( [-½*e-2x*(x2 + x + ½) ] + 1/4 = 0 + ¼  = ¼

Die Grenzwerte    lim x ( ( x2*e-2x     bzw.   lim x ( ( x*e-2x   sind beide vom Typ   „0*(“   und können mit L’Hospital bearbeitet werden.  Es zeigt sich dabei die alte „Daumenregel“ ,  dass die E-Funktion „stärker“ ist als jede Potenz.  Speziell hier ist also:   lim x ( ( x2*e-2x = 0   bzw.  lim x ( ( x*e-2x = 0
Wegen : lim x ( ( x2*e-2x = „0*(“ = lim x ( ( x2/e2x = „(/(“ = lim x ( ( 2x/2e2x = 
 lim x ( ( x/e2x  = „(/(“ = lim x ( ( 1/2e2x  = 0

(*) Die Berechnung der Stammfunktion gelingt mit zweimaliger partieller Integration:
Mit   f(t) = t2  und g’(t) = e-2t  ,  f’(t) = 2t  und g(x) = -½*e-2t  ist  
∫ t2e-2t dt = [-t2e-2t/2] + ∫ t*e-2t dt = ...
weiter  mit  f(t) = t  ,  g’(t) = e-2t  ,  f’(t) = 1  ,  g(x) = -½*e-2t
... = [-t2e-2t/2] + [-t*e-2t/2] + ½*∫ e-2t dt  = -t2e-2t/2 + -t*e-2t/2 + ½*(-½)*e-2t + C =  -½*e-2t*(t2 + t + ½) 

Aufgabe 9: Bestimmen Sie das Volumen eines Kegelstumpfes als Rotationsvolumen, indem Sie die Gleichung der Verbindungsstrecke zwischen den Punkten  (0,R)  und   (h,r)   aufstellen und diese um die 
x-Achse rotieren lassen (Skizze!).

Lösung:

[image: image1.png]


Mit Hilfe der 2-Punkte-Form für Geraden erhält man für g(x) :   
(y-y1)/(x-x1) = (y2-y1)/(x2-x1) =(y-R)/(x-0) = (r-R)/(h-0) = (r-R)/h  ,  also 
y = y(x) = (r-R)*x/h + R
Vrot = (* 0∫h ( y(x) )2 dx = (* 0∫h ( (r-R)*x/h + R )2 dx = 
(* 0∫h ( (r-R)2*x2/h2  + 2*R*(r-R)*x/h + R2 ) dx =  
(*(r-R)2*/h2 0∫h x2 dx  +  (*2*R*(r-R)/h* 0∫h x dx  +  (* 0∫h R2 dx = 
(*(r-R)2*/h2*0[x3/3 ]h +  (*2*R*(r-R)/h*0[x2/2 ]h +  (*R2*0[x]h = 
(*(r-R)2*/h2*h3/3 +  (*2*R*(r-R)/h*h2/2 +  (*R2*h = 
(*(r-R)2*h/3 +  (*R*(r-R)*h +  (*R2*h = (*h*[(r-R)2/3 + R*(r-R) +  R2 ] =
(*h*[(r-R)2/3 + R*r – R*R +  R2 ] = (*h/3*[(r-R)2 + 3*R*r ] = 
(*h/3*[(r2 + R*r  + R2 ] = (*h/3*[(R3- r3)/(R-r) ] = 
(*h/3*R3/(R-r) - (*h/3*r3/(R-r) = (*R2/3*R*h/(R-r) - (*r2/3*r*h/(R-r) =
 




=  VR-Kegel  - Vr-Kegel
Aufgabe 10: Berechnen Sie die Bogenlänge der Funktion  f(x) = cosh(x)  (Kettenlinie) zwischen  x = -1  und  x = +1 .

Lösung:  Die Bogenlänge einer Funktion  f(x)  zwischen zwei Punkten  
x1 = a    und  x2 = b   ist gegeben durch:   s =  a∫b (1 + f‘(x)2  dx   .

Wegen  ( cosh(x) )‘ = sinh(x)  ergibt sich hier:
s =  -1∫-1 (1 + sinh2(x) dx =  -1∫-1 ( cosh2(x) dx = -1∫-1cosh(x) dx = 
-1[sinh(x)]1 = sinh(1) – sinh(-1) = 2*sinh(1) = 2*1/2*(e1 – e-1) = e – 1/e ( 2,7183 – 0,3679 = 2,3504
