Fachhochschule Karlsruhe


   FB NW-Sensorsystemtechnik

Mathematik II







2.Übungsblatt

Claus-Peter Hugelmann

Aufgabe 1: Untersuchen Sie die folgenden Zahlenreihen auf Konvergenz:

a) n=1∑∞ 1/√n , b) n=1∑∞ sin(n)/n2, c) n=0∑∞ 2n/n! , d) n=2∑∞ 2n/n .

Lösung:

a) es ist   1/√n > 1/n  für n>1 und daher die divergente harmonische Reihe 
 n=1∑∞ 1/n  eine divergente Minorante: n=1∑∞ 1/√n , divergiert !

b) es ist | sin(n)/n2| < 1/n2  (wegen  -1 < sin(n) <1 , also |sin(n)| < 1) und damit: n=1∑∞ 1/n2  eine konvergente Majorante:
 n=1∑∞ sin(n)/n2 konvergiert!

c) es ist  limn→∞|an+1/an| = lim n→∞(2n+1/(n+1)! / 2n/n! )  = lim n→∞2/(n+1) = 0<1

Nach dem Quotientenkriterium in der Limesform konvergiert die Reihe also.

d) es ist  limn→∞|an+1/an| = lim n→∞(2n+1/(n+1) / 2n/n )  = lim n→∞2/(1+1/n) = 2>1

Nach dem Quotientenkriterium in der Limesform divergiert die Reihe.

Aufgabe 2: Zeigen Sie die Divergenz der Reihe:

n=1∑∞ (-1)n(1*3*5*...*(2n-1))/ 2n  . Warum greift das Leibnizkriterium nicht ?

Lösung:
Es ist  limn→∞|an+1/an| = lim n→∞((1*3*5*...*(2n+1))/ 2n+1 / (1*3*5*...*(2n-1))/ 2n)  = lim n→∞(2n+1)/2 = ∞ > 1  
Die Folge der Betragsglieder   |an|   ist keine (monotone) Nullfolge! 
a1=0.5 , a2=0.75 , a3=1.875 , a4=6.5625 , a5=29.53125 , ... 

Aufgabe 3: Bestimmen Sie den Konvergenzradius von:

a) k=1∑∞ 1/(k2 + 1) xk , b) n=1∑∞ n/ 2n(x-1)n , c) n=1∑∞ 2n/n xn .

Lösung:
Der Konvergenzradius  ρ  berechnet sich zu    
a) ρ = limk→∞|ak/ak+1| =  limk→∞((k+1)2+1)/(k2+1) = limk→∞(k2+2k+2)/(k2+1) = 
 limk→∞(1+2/k+2/k2)/(1+1/k2) = 1

b) ρ = limn→∞|an/an+1| =  limn→∞(n/2n)/((n+1)/2n+1) = limn→∞2/(1+1/n) = 2

c) ρ = limn→∞|an/an+1| =  limn→∞(2n/n)/(2n+1/(n+1)) = limn→∞(1+1/n)/2 = 1/2

Aufgabe 4: Finden Sie den Konvergenzbereich  K  der Potenzreihen:

a) n=1∑∞ n e-n(x-4)n , b) m=1∑∞ m3/(2m+1) (x-1)m , c) n=1∑∞ 1/nn (x-2)n .

Lösung:
a) Der Konvergenzradius  ρ  ist   
 ρ = limn→∞|an/an+1| =  limn→∞(n e-n)/((n+1) e-(n+1)) = limn→∞(e/(1+1/n) = e

die Reihe konvergiert also für  4-e < x < 4+e  absolut. An den Rändern, also für  x = 4 ± e ,  ist   n=1∑∞ n*(±1)n divergent.  Also K = ]4-e,4+e[

b) Der Konvergenzradius  ρ  ist  hier  
 ρ = limm→∞|am/am+1| =  limm→∞(m3/(2m+1))/((m+1)3/(2m+1+1)) = (:m3*2m) = limm→∞(1*(2+1/2m))/((1+1/2m)*(1+3/m+3/m2+1/m3)) = 2

die Reihe konvergiert für  1-2 = -1 < x < 3 = 1+2  absolut. Für  x = -1, 3  ist   m=1∑∞ m3(±1)m*2m/(2m+1)  divergent.  Somit  K = ]-1,3[

c) Der Konvergenzradius  ρ  berechnet sich zu   
 ρ = limn→∞|an/a n+1| =  limn→∞(1/nn)/(1/(n+1)n+1)) = limn→∞(n+1)*(1+1/n) n) = ∞
die Reihe konvergiert also absolut für alle reellen Zahlen  x , K = IR

Aufgabe 5: Berechnen Sie:    0∫1 (ex - 1) / x dx   bis auf  3 Stellen genau.

Lösung:
Es ist:  n=0∑∞ xn/n!  die Potenzreihenentwicklung (≡ Taylorreihe!) von ex   also   ex - 1 = n=1∑∞ xn/n!   und  (ex - 1)/x = n=1∑∞ xn-1/n!   
Gliedweise Integration  0∫x .. dx  liefert dann:
F(x) = 0∫x (ex - 1) / x dx = n=1∑∞ xn/(n*n!)  und  F(1) = n=1∑∞ 1/(n*n!)

Für das Talorpolynom m-ter Ordnung  von  ex  ergibt sich das Restglied zu:

n=m+1∑∞ xn/n!  = Rm(x) = (ex)(m+1)|ξ xm+1/(m+1)! = eξxm+1/(m+1)!  mit 0 < ξ < x Für  x = 1  ergibt sich daraus (wegen der Monotonie der e-Funktion) die Abschätzung:

 Rm(1) = eξ/(m+1)! < e1/(m+1)!    
Für  m = 6  ist bereits  R6(1) < e1/(6+1)! < 3/ 5040  < 10-3  und e1 = e  ≈ 
1/0! + 1/1! + 1/2! + 1/3! +1/4!+1/5! +1/6!   bereits auf 3 Stellen genau 

Dementsprechend ist  
1/(1*1!) + 1/(2*2!) + 1/(3*3!) +1/(4*4!)+1/(5*5!) +1/(6*6!)  
eine mindestens ebenso gute Näherung für F(1) = n=1∑∞ 1/(n*n!) , da 
diese Reihenglieder alle noch kleiner sind, als die der e-Reihe:

n=7∑∞ 1/(n*n!)  < n=7∑∞ xn/n!  = R6(x) < 10-3  und  daher:

 0∫1 (ex - 1) / x dx = F(1) ≈ 1/(1*1!) + 1/(2*2!) + 1/(3*3!) +1/(4*4!)+1/(5*5!) +1/(6*6!) = 1 + 1/4 + 1/18 + 1/96 + 1/600 + 1/4320 = 

(21600 + 5400 + 1200 + 225 + 36 + 5)/21600 = 28466/21600 = 1,31787037
Aufgabe 6: Entwickeln Sie die Funktion    f(x) = 1/x2 - 2/x   ,   x > 0   am Entwicklungspunkt  x0 = 1  in eine Taylorreihe und bestimmen Sie den Konvergenzbereich.

Lösung:
Es ist: f(1) = 1 - 2 = -1 ,  f'(x) = (-2)*1/x3 - (-1)*2/x2 = 2/x2 - 2/x3  mit f'(1) = 0  ,

f''(x) = (-2)*2/x3 - (-3)*2/x4 = 6/x4 - 4/x3  mit  f''(1) = 2  ,

f'''(x) = (-4)*6/ x5  - (-3)*4/x4 = 12/ x4  - 24/ x5  mit  f'''(1) = -12 

fIV(x) = (-4)*12/x5 - (-5)*24/x6  = 120/x6 - 48/x5  mit fIV(1) = 72 
...
f(n)(x) = (-2)*(-3)*...*(-n)*(-n-1)/xn+2 - 2*(-1)*(-2)*(-3)*...*(-n)/xn+1  = 
(-1)n*(n+1)!/xn+2  + (-1)n+1*n!/xn+1  mit f(n)(1) = (-1)n*n!(n+1 -2) = (-1)n*n!*(n-1)

Also  f(x) = n=0∑∞ fn(x0)*(x-x0)n/n! = (x0 = 1) = n=0∑∞ fn(1)*(x-1)n/n! 
= n=0∑∞ (-1)n*n!*(n-1)*(x-1)n/n!  = n=0∑∞ (-1) n (n-1)*(x-1)n  = 

 -1 - 0 + 1*(x-1)2 -2*(x-1)3 + 3*(x-1)4 - 4*(x-1)5 + 5*(x-1)6 - ...

Der Konvergenzradius  ρ  berechnet sich zu   
 ρ = limn→∞|an/a n+1| =  limn→∞(n-1)/n = limn→∞(1+1/n) n) = 1
die Reihe konvergiert für  1 - ρ = 0 < x < 2 = 1 + ρ   absolut. Für  x = 2, 0  ist   n=0∑∞ (-1) n (n-1)*( ±1)n divergent.  Somit  K = ]0,2[

Aufgabe 7: Stellen Sie das Taylorpolynom der Ordnung 3 von: f(x) = x*e-x. Es soll vor allem die Funktion in der Umgebung des Nullpunkts annähern!

Lösung:
Es ist x0 = 0   und  : f(0) = 0

f'(x) = ex + x*ex   mit f'(0) = 1  ,

f''(x) = ex + ex + x*ex  = 2ex + x*ex   mit f'(0) = 2  ,

f'''(x) = 2ex + ex + x*ex = 3ex + x*ex   mit  f'''(0) = 3 

Nach Leibniz gilt übrigens:       (u(x)*v(x))n =  i=0∑n (
n
)u(x)(i)*v(x)(n-i)


i


mit u(x) = x , u'(x) = 1 , u''(x) = ... = u(n)(x) = 0    ,  v(x) = ex = v(n)(x)  

reduziert sich die Summe auf 

 = 1* u(x)0*v(x)(n) + n* u(x)1*v(x)(n-1)  = x*ex + n*ex
Also:

T3(x) = f(x0) + f'(x0)(x-x0) + f''(x0)*(x- x0)2/2! + f'''(x0)*(x- x0)3/3! = 

 
= 0 + 1*x + 2*x2/2 + 3*x3/6 = x + x2 + x3/2
Man beachte, dies sind gerade die ersten Glieder der Entwicklung:
x*ex = x*n=0∑∞ xn/n! = n=0∑∞ xn+1/n!

Aufgabe 8: Wie groß ist der maximale Fehler im Intervall [0 , 1/3], wenn man die Funktion   f(x) = sin(x)/x  um den Punkt x0=2 bis zur Ordnung 2 entwickelt?

Lösung:
Es ist x0 = 2   und  : f(2) = sin(2)/2 = 0,9093/2 = 0,45465

f'(x) = ( x*cos(x) - 1*sin(x) )/x2   mit f'(2) = ( 2cos(2) - sin(2) )/22 = cos(2)/2 - sin(2)/4 = -0,41614/2 - 0,45465/2 = -0,20807 -0,22732 = -0,43539 

f''(x) = ( x2((cos(x) + x*(-sin(x) -cos(x)) - 2x*(x*cos(x) - 1*sin(x)) )/x4 = 
( 2sin(x) - x2sin(x) - 2x*cos(x) )/x3 =2sin(x)/x3 - 2cos(x)/x2 - sin(x)/x   
 mit f''(2) = -cos(2)/2 - sin(2)/4 =  +0,20807 -0,22732 = -0,01925

Nach Leibniz gilt wieder    (u(x)*v(x))n =  i=0∑n (
n
)u(x)(i)*v(x)(n-i)


i


mit  u(x) = 1/x , u'(x) = -1/x2 , u''(x) = = 2/x3 , u(3)(x) = -6/x4 , u(4)(x) = -6/x4  ,

v(x) = sin(x) , v'(x) = cos(x) , v''(x) = -sin(x) , v'''(x) = -cos(x) , v(x)(4) = sin(x) 

ergibt sich auch daraus:

f'''(x) = 1*u(x)(0)*v(x)(3) + 3*u(x)(1)*v(x)(2) + 3*u(x)(2)*v(x)(1) + 1*u(x)(3)*v(x)(0)  = -cos(x)/x + 3sin(x)/x2 + 6cos(x)/x3 - 6sin(x)/x4  

Also:

f(x) = T2(x) + R2(x) = f(x0) + f'(x0)(x-x0) + f''(x0)*(x- x0)2/2! + R2(x) = 
 0,45465 - 0,43539 *(x-2) - 0,01925*(x-2)2/2 + R2(x)  
mit   x < ξ < 2  erhält man   | R2(x) | = | f'''(ξ)*(x- 2)3/3! | = 
| (-cos(ξ)/ξ + 3sin(ξ)/ξ2 + 6cos(ξ)/ξ3 - 6sin(ξ)/ξ4)*(x- 2)3/6 | < 
{ |(-cos(ξ)/ξ| + |3sin(ξ)/ξ2| + |6cos(ξ)/ξ3| + |6sin(ξ)/ ξ4)| }*(x- 2)3/6 | <
{ 1/0.1 + 3*1/0.12 + 6*1/0.13 + 6*1/0.14 }*|(x- 2)3|/6 = |(x- 2)3|*66310/6 < 
und schließlich:   | R2(x) | < (5/3)3*11052 =    für x є [0 , 1/3]
 

Aufgabe 9: Zerlegen Sie die folgenden komplexen Funktionen in Real-  und Imaginärteil ( z =  x+iy )

a) e3z , b) 1/(1-z) , c) (x + ix)3 , d) e3(x + ix) , d) cosh(iz) , e) i*sin(z) .

Lösung:

a) e3z = e3(x+iy) = e3x* e3iy = e3x*(cos(3y) + i*sin(3y)) = 
e3x*cos(3y) + i*e3x*sin(3y)   
also  Re(e3z) = e3x*cos(3y)  ,  Im(e3z) = e3x*sin(3y)

b) 1/(1-z) = (1+z*)/((1+z*)*(1-z)) = (1+z*)/(1- z - z* + z*z) = 
(1+z*)/(1- 2Re(z) + |z|2) = (1 + x - iy)/(1 -2x + x2 + y2) = 
(1+x)/((1-x)2+y2) + i (-y)/((1-x)2+y2)  
wegen    z* = x - iy  , z + z* = 2Re(z)  ;  z*z =  |z|2 = x2 + y2 
also  Re(1/(1-z)) = (1+x)/((1-x)2+y2)  ,  Im(1/(1-z)) = -y/((1-x)2+y2)

c) Mit der binomischen Formel gilt:
(x + ix)3 = x3 + 3x2*ix + 3x*(ix)2 + (ix)3 = x3*{1 + 3i - 3 - i} = x3*{-2 + 2i} 
also  Re((x + ix)3) = -2x3  ,  Im((x + ix)3) = 2x3  

d) cos(z) = cosh(iz) = (eiz + e-iz)/2 = (ei(x+iy) + e-i(x+iy))/2 = (eix-y + e-ix+y)/2 =  
(eixe-y + e-ixe+y)/2 = {e-y*(cos(x) + i*sin(x)) + ey*(cos(x) - i*sin(x))}/2 =
cos(x)* {e-y + ey}/2 + i*sin(x)*{e-y - ey}/2 = cos(x)*cosh(y) - i*sin(x)*sinh(y) 
also  Re(cosh(iz)) = cos(x)*cosh(y)  ,  Im(cosh(iz)) = -sin(x)*sinh(y)
e) i*sin(z) = i*1/(2i)*{eiz + e-iz} = sinh(iz) = (ei(x+iy) - e-i(x+iy))/2 = (eix-y - e-ix+y)/2 = (eixe-y - e-ixe+y)/2 = {e-y*(cos(x) + i*sin(x)) - ey*(cos(x) - i*sin(x))}/2 =
cos(x)* {e-y - ey}/2 + i*sin(x)*{e-y + ey}/2 = cos(x)*-sinh(y) + i*sin(x)*cosh(y) 
also  Re(cosh(iz)) = -cos(x)*sinh(y)  ,  Im(cosh(iz)) = -sin(x)*cosh(y)

Aufgabe 10: Zeigen Sie, daß   cosh(z)2 - sinh(z)2 = 1 auch im komplexen Zahlkörper gilt (z ∊ ℂ) .

Lösung:

Mit   cosh(z) = (ez + e-z)/2  , sinh(z) = (ez - e-z)/2    ergibt sich rein formal wie im Reellen:
cosh(z)2 - sinh(z)2 = ( (ez + e-z)/2 )2  - ( (ez - e-z)/2 )2 = 
1/4*{ (e2z + 2ez-z + e-2z) - (e2z - 2ez-z + e-2z) } =  
1/4*{e2z + 2e0 + e-2z - e2z + 2e0 - e-2z } = 1/4*{ 2*1 + 2*1 } = 1/4 * 4 = 1

