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4. Übungsblatt

Aufgabe 1:

Lösen Sie das lineare Gleichungssystem  (LGS) :
 
3x + 4y = 6

,
2x - 5y = 8

unter Verwendung von Determinanten.

Lösung:

Die Hauptdeterminante des Systems ist:

det (A) =  |
3
 4
| = 3*(-5) - 4*2 = -23


2
-5


Damit ergibt sich die Lösung zu :

 x = |
6
 4
| / -23 = [6*(-5) - 4*8] / -23  = -62 / -23 = 62/23


8
-5


 y = |
3
6
| / -23 = [3*8 - 2*6] / -23  = 12 / -23 = -12/23


2
8


wie die Probe auch zeigt:

3*(62/23) + 4*(-12/23) = 186/23 - 48/23 = 138/23 = 6

2*(62/23) - 5*(-12/23) = 124/23 + 60/23 = 184/23 = 8

Aufgabe 2:

Für welche Werte von  k  besitzt das homogene LGS 
( 8 - k)x - 6y = 0  ,  5x - ( 3 + k)y = 0   auch nichttriviale Lösungen ?

b) Geben Sie jeweils eine Lösung  (  ≠ (0,0) = 0) an !

Lösung:

Die Determinante des Systems ist 

(8 - k)*(-3 - k) - (-6)*5 = -24 - 5k + k2 +30 = k2 -5k + 6 

Sie verschwindet für  k2 -5k + 6  = 0  ,  
also für  k = 5/2 ± √ 25/4 - 6  = 5/2 ± 1/2 = 3 oder 2

b)  Im Falle  k = 3  reduziert sich das System auf die beiden identischen Gleichungen   (8 - 3)x - 6y = 0  ,  5x - (3 + 3)y = 0 ,

die etwa durch  x= 6 , y = 5 erfüllt sind.

Im Falle  k = 2  ergeben sich die beiden Gleichungen   
(8 - 2)x - 6y = 0  ,  5x - (3 + 2)y = 0 , 
für die offensichtlich das Paar (x,y) = (1,1)  und alle (reellen) Vielfachen davon Lösungen sind.

Aufgabe 3:

a) Bestimmen Sie die Inverse der Matrix:

       A =  (
3
 4
) 


2
-5


b) Welche Determinante hat  A-1 ?

c) Lösen Sie mit Hilfe der Inversen Aufgabe 1 nochmal !

Lösung:

a) Die Adjungierte von A ist:

  Aadj =  (
-5
-2
)  und daraus ergibt sich die Inverse zu:


-4
 3


 A-1 = 1/det(A) * ATadj =  (
5/23
 4/23
)  


2/23
-3/23


b) det(A-1) = 5/23 * (-3/23) - 4/23 * 2/23 = (-15 - 8) / 232 = -1/23 = 1 / det(A) !!!

c) Die  Lösung von Ax = b    ergibt sich zu    x = A-1b  :

A-1b =  (
5/23
 4/23
)*(
6
) = (
30/23 + 32/23
) = (
 62/23
) = x


2/23
-3/23

8

12/23  - 24/23

-12/23


Aufgabe 4:

Welche Eigenwerte und Eigenvektoren besitzt die Matrix B:

       B =  (
8
-6
) 


5
-3


Für welche reellen  k  und Vektoren  x ≠ 0  gilt also  Bx = kx  ?

Lösung:

Eine nichttriviale Lösung des LGS
 

(B - k*E)x = 0 , 

(mit der Einheitsmatrix  E  aus  M2x2)

kann nur existieren, wenn die Determinante von  (B - k*E)  verschwindet:

0 =!= det (B - k*E) =  |
8 - k
-6
| = (8 -k)*(-3 -k) - (-6)*5 = k2 -5k + 6


5
-3 -k


Mit den beiden Lösungen   k =2  und  k= 3  der resultierenden Gleichung 

 k2 -5k + 6 = 0  sind damit bereits alle Eigenwerte von  B  bestimmt.

Zu   k = 2   gehören die Eigenvektoren, die sich aus der nichttrivialen Lösung des homogen LGSs  (B - 2*E)x = 0  ergeben:

(B - 2*E)x  =  (
6
-6
)*(
x
) = (
6x -6y
) = (
0
)  hat offensichtlich 


5
-5

y

5x -5y

0


die Lösungen  x = c , y = c  für jede beliebige reelle Zahl   c 

Zu   k = 3   gehören die Eigenvektoren, die sich aus der nichttrivialen Lösung des homogen LGSs  (B - 3*E)x = 0  ergeben:

(B - 3*E)x  =  (
5
-6
)*(
x
) = (
5x -6y
) = (
0
)  hat die Lösungen


5
-6

y

5x -6y

0


x = 6c , y = 5c  mit einer beliebigen reellen Zahl   c 

Aufgabe 5: 

a) Berechnen Sie die Determinante 


|
3
1
-2
|



1
-2
3




2
3
1


b) Sind die Vektoren  (1,-2,3),  (3,1,2)  und  (-2,3,1)  linear abhängig ?

Lösung:

a) mit Sarrus erhält man:

det (A ) =
|
3
1
-2
|
 = 3*(-2)*1 + 1*3*2 + (-2)*1*3 
     - 2*(-2)*(-2) - 1*1*1 - 3*3*3 
 = -6 + 6 -6 - 8 -1 -27 = - 42 



1
-2
3





2
3
1



Auch der Entwicklungssatz ist anwendbar (z.B. nach der ersten Spalte):

det (A) = 3 |
-2
3
| - 1*|
1
-2
| + 2*|
1
-2
| = 


 3
1

3
1

-2
3


 
3*(-2 - 9) - (1 + 6) + 2*(3 - 4) = -33 -7 -2 = - 42
b) Da die Determinate von  0  verschieden ist, sind die Spaltenvektoren linear unabhängig. Die Spalten sind aber gerade die vorgelegten Vektoren !

Aufgabe 6:

a) ist das LGS:

2x + y + z = 3  ,  x - 2y - 2z =4  , 3x - y + 4z = 2 

(eindeutig) lösbar ?

b) Stellen Sie den Vektor  (3,4,2)  als Linearkombination der Vektoren 
 (2,1,3) , (1,-2,-1)  und  (1,-2,4)  dar !

Lösung:

a) Mit den Gauß-Schritten:

2
1
1
3
    <----+

1
-2
-2
4
 --------+ (-2)*  -------+ (-3)*

3
-1
4
2
    <---------------------+

1
-2
-2
4


0
5
5
-5
 --------+ (-1)*

0
5
10
-10
    <----+

1
-2
-2
4


0
5
5
-5


0
0
5
-5


ergibt sich nacheinander   z = -1 ,  y = -5 -5z = 0 , 2x = 3 -y -z = 4 , x =2 .

Ferner hat man sofort die Determinante   det(A) = 1*5*5 = 25
b) Nach Aufstellen der Beziehung 

(
3
) = x*(
2
) + y*(
1
) + z*(
1
)


4

1

-2

-2



2

3

-1

4


erkennt man sofort, daß sich zur Berechnung gerade das Gleichungssystem aus a) ergibt, dessen Lösung  x= 2  , y = 0  , z = -1   gerade die Koeffizienten der Basiselemente in der gesuchten Darstellung sind:

(
3
) = 2*(
2
) + 0*(
1
) - 1*(
1
)


4

1

-2

-2



2

3

-1

4


Aufgabe 7:

Bestimmen Sie die Determinante  D  der Matrix mit den Zeilen:

z1 = (3,4,1,0,5)  ; z2 = (1,0,1,2,2)  ; z3 = (0,0,-2,1,0)  ; 
z4 = (4,1,0,1,3)  ; z5 = (2,3,-4,0,-1) 

Lösung:

Es bietet sich der Entwicklungssatz nach der dritten Zeile an (wegen der vielen Nullen dort):

D = + 0* |..| - 0*|..| + (-2)*|A| - 1*|B| + 0*|..| 

mit 

|A| = |
3
4
0
 5
| = 


1
0
2
 2



4
1
1
 3



2
3
0
-1


(mit der weiteren Entwicklung nach der 3. Spalte) 

|A| = - 2*
|
3
4
5
|
 +1*
|
3
4
 5
| =



4
1
3



1
0
 2




2
3
-1



2
3
-1


-2*(3*1*-1 + 4*3*2 + 5*4*3 - 2*1*5 - 3*3*3 - -1*4*4) + (3*0*-1 + 4*2*2 + 5*1*3 -2*0*5 - 3*2*3 - -1*1*4) = -2*(-3 + 24 + 60 - 10 - 27 +16) + (16 + 15 - 18 + 4) = 

-2*56 + 17 = -2*60 + 17 = - 103

und 

|B| = |
3
4
 1
 5
| = 


1
0
 1
 2



4
1
 0
 3



2
3
-4
-1


(mit der weiteren Entwicklung nach der 2. Zeile) 

|B| = - 1*
|
4
1
5
|
 +0*|..| -1*
|
3
4
 5
| +2*|
3
4
 1
| =



1
0
3



4
1
 3

4
1
 0




3
-4
-1



2
3
-1

2
3
-4


-(1*3*3 + 5*1*-4 - -1*1*1 - 4*-4*3) - (3*1*-1 + 4*3*2 + 5*4*3 -2*1*5 - 3*3*3 -
-1*4*4) + 2*(3*1*-4 + 4*3*1 - 2*1*1 - 4*4*-4) = -(9 - 20 + 1 + 48) - (-3 + 24 + 60 - 10 - 27 + 16) +2*(-12 + 12 - 2 + 64) = -38 - 60 + 124 = + 26  und damit:

D = + 0* |..| - 0*|..| + (-2)*|A| - 1*|B| + 0*|..| = -2*(-103) - 26 = +180

