§4 Gleichungen-Ungleichungen

Ungleichungen

Wichtig für Abschätzungen im Bereich der reellen Zahlen sind folgende Ungleichungen:

(1 + x )n ≥ 1 + n*x  , x ≥ -1

(Bernoullische Ungleichung)

(1 + x )n ≤ 1 + (2n-1)*x

für
x≤1 

| |x| - |y| | ≤ | x - y |

| x + y | ≤ |x| + |y|


(Dreiecksungleichung)

| (x,y) | ≤ |x|*|y|



(Cauchy-Schwarzsche- oder ...)

|x1y1 + x2y2 | ≤ √ x12 + x22  * √ y12 + y22  
(Bunjakowski Ungleichung)

2/(1/x + 1/y) ≤ √ x*y  ≤ (x + y )/2
(Ungleichung vom harmonischen- geometrischen- arithmetischen Mittel)

n! ≈ (n/e)n √ 2*π*n


(Stirlingsche Formel)

(n/3)n ≤ n! ≤ (n/2)n
Gleichungen

Jede Beziehung zwischen (reellen) Größen, in der ein Gleichheitszeichen auftritt, nennt man eine Gleichung. Treten die Größen nur als Summen und Produkte von Potenzen auf, so spricht man von algebraischen Gleichungen. Die größte Summe aller Exponenten der Terme gibt Aufschluß über den Grad der Gleichung. 

So ist     x2 + p*x + q = 0     eine quadratische Gleichung oder Gleichung zweiten Grades, deren Lösung durch die Formel:

x1,2 = -p/2 ± √ (p/2)2 - q
gegeben ist.

Ein linearer Zusammenhang zwischen zwei Größen  x  und  y  ist dann gegeben, wenn  x  proportional zu  y  ist  ( in Zeichen  x ~ y ), d.h. im allgemeinsten Fall:  a1*x + a2*y = const  . Diese Form nennt man implizite Gleichung, im Gegensatz zur expliziten Form   y =  a*x + c   , in der nach einer Größe aufgelöst wurde. Allgemein bezeichnet man eine Gleichung der Form:  a1x1 + a2x2 + a3x3 = c   als lineare Gleichung in den drei Unbekannten x1, x2, x3. Jedes 3-Tupel von reellen Zahlen (x1, x2, x3) ∈ ℝ3, das die Gleichung löst (der Gleichung genügt), heißt Lösung.

Gleichungssysteme

Ein System von m linearen Gleichungen in den n Unbekannten x1, x2, ...xn:

a11x1 + a12x2 +  ...... + a1nxn = b1 

a21x1 + a22x2 +  ...... + a2nxn = b2 
..⇣..........⇣....................⇣..........⇣.

am1x1 + am2x2 +  .... + amnxn = bm
nennt man lineares Gleichungssystem (LGS). Die reellen Zahlen aij  heißen die Koeffizienten  und   bj  die Konstanten der rechten Seite (die rechte Seite) des LGS. Sind alle  bj = 0  so nennt man das LGS homogen, andernfalls inhomogen.
Abkürzend für das LGS schreiben wir die Koeffizienten und die rechte Seite in das folgende Schema:
a11  a12  a13  ...........a1j.............a1n   |  b1
a21  a22  a23  ...........a2j.............a2n   |  b2
...................................................... |.....
ai1  ai2  ai3  ..............aij..............ain   |  bi

i-te Zeile
...................................................... |.....
am1  an2  am3  ..........amj............amn  |  bm
                 

    |
            
       j-te Spalte
Man nennt dieses Schema die (erweiterte) Koeffizientenmatrix (bzw. kurz Matrix), bestehend aus m Zeilen und  n+1 Spalten. Die durchgezogene Linie soll daran erinnern, daß die Koeffizienten links und die Konstanten rechts vom Gleichheitszeichen stehen.

Das Lösen von linearen Gleichungssystemen

Umformungen, die die Lösungsmenge eines Systems nicht ändern, nennt man Äquivalenzumformungen. Folgende Umformungen gehören dazu und können zur Lösungsberechnung benutzt werden:

1. Ein Vielfaches einer Gleichung kann zu einer anderen Gleichung des Systems addiert werden.

2. Die Reihenfolge der Gleichungen kann vertauscht werden

3. Eine Gleichung kann mit einer reellen Zahl  λ ≠ 0  multipliziert werden.

4. Die Reihenfolge der Unbekannten, und damit die Koeffizienten ganzer  Spalten, kann vertauscht werden. Dies muß aber später bei der Lösung berücksichtigt werden.

Der Gauß-Algorithmus dient zur Berechnung der Lösung(en) eines LGS und arbeitet mit diesen Umformungen:

1. Man wählt sich eine Gleichung mit einem Koeffizienten von x1 ungleich 0

2. Man addiert ein geeignetes Vielfaches (z.B -a21/a11) dieser Gleichung jeweils zu den übrigen Gleichungen (zur zweiten Gleichung), um dort die Koeffizienten von x1 auf 0 zu bringen. Die restlichen Gleichungen enthalten also die Variable x1 nicht mehr.

3. Die Schritte 1. und 2. werden sinngemäß auf das so um eine Gleichung und eine Variable reduzierte System angewendet. Dieses Prinzip wird solange wiederholt, bis ein gestaffeltes System von Gleichungen (Zeilen) entstanden ist, in dem jede nachfolgende Gleichung (mindestens) eine Variable weniger enthält, als die vorherige..

4. Sofern dieses Verfahren nicht auf eine widersprüchliche Gleichung  
 0*x1 + 0*x2 + ...0*xn = b ≠ 0   führt, lassen sich daraus die Unbekannten in der Reihenfolge  xn, xn-1, ..., x2, x1  , gegebenenfalls durch Einführen von Parametern, rückwärts berechnen.

Für ein System von  n  Gleichungen  mit  n  Unbekannten (n ⋆ n-System) ergebn sich dabei folgende Möglichkeiten:

Ein homogenes LGS besitzt
a) genau eine Lösung, nämlich die triviale (oder Null-)Lösung: 
 
x1 = x2 = ...= xn = 0  , 
 
oder 
b) unendlich viele Lösungen.

Ein inhomogenes LGS besitzt entweder 
a) genau eine Lösung, 
b) unendlich viele Lösungen 
 
oder 
c) keine Lösung.

Falls das System lösbar ist, setzt sich die gesamte Lösung aus einer (beliebigen) Lösung des inhomogen plus alle Lösungen des homogenen Systems zusammen.

