§1 Vektorräume

Vektorraumdefinition

Eine Menge  V  bildet einen Vektorraum (oder auch linearen Raum,
kurz: VR) über  ℝ , wenn in  V  eine innere Verknüpfung  "+"  erklärt ist:

+ : V x V ( V   ,   (x,y) |( x + y 
(Addition)

mit:

A1:
 x + ( y + z ) = ( x + y ) + z



(Assoziativität)

A2:

x + y = y + x




(Kommutativität)

A3: Es gibt eine 0 ∈ V mit  x + 0 = x


(Existenz der Null)

A4: Zu jedem x ∈ V  gibt es ein (-x) mit x + (-x) = 0
(Ex. des Inversen)

und eine äußere (skalare) Verknüpfung  "∘"  erklärt ist:

∘: ℝ x V ( V   ,   (s,x) |( s ∘ x

(S-Multiplikation)
mit:

S1:
r ∘ ( s ∘ x ) = ( r * s ) ∘ x


("Assoziativität")

S2:
s ∘ ( x + y ) = s ∘ x + s ∘ y


(Distributivität)

S3:
( r + s ) ∘ x = r ∘ x + s ∘ x


(Distributivität)

S4:

1 ∘ x = x




(Gesetz der Eins)

Die Elemente  x ∈ V  bezeichnet man dann als Vektoren ,  r, s ∈ ℝ  als Skalare..

Beispiele von Vektorräumen

Der Vektorraum ist eine der wichtigsten Strukturen in der Mathematik und dementsprechend verbreitet ist er. Typische und alt bekannte Vertreter sind  ℝ2,  ℝ3, oder verallgemeinert  ℝn, also die 2-, 3-, oder n-Tupel von reellen Zahlen:  x = (x1,x2),.x = (x1,x2,x3), oder ,x = (x1,x2,...,xn)  mit der komponentenweise erklärten Addition und skalaren Multiplikation. Weniger bekannt und unanschaulich sind etwa Funktionenräume (der Raum aller Polynome!) und Folgenräume auf die wir hier nicht weiter eingehen.

ℝ2 und ℝ3 mit ihren speziellen Eigenheiten, insbesondere den damit verknüpften geometrischen Vorstellungen, werden wir noch gesondert behandeln.

Normierte Räume

Ein Vektorraum  V  über  ℝ  heißt normierter Raum, wenn eine Abbildung:

||  ||:  V (  ℝ   , x |( ||x||   vorgegeben ist mit den Eigenschaften:

N1:
||x|| > 0  , ||x|| = 0  nur für  x = 0
(Positiv-Definitheit)

N2:
||s ∘ x|| = |s| * ||x||



(Homogenität)

N3:
|| x + y ||  ≤  ||x|| + ||y||


(Dreiecksungleichung)

||x|| heißt dann Norm (Länge, Betrag) von  x  .

Einen Vektor der Länge  1  nennt man normiert.

Im  ℝ2 (,ℝ3) wird durch

||x|| = ||(x1,x2)|| : = √  x12 + x22 

(  ||x|| = ||(x1,x2,x3)|| : = √  x12 + x22 + x32) eine Länge (Betrag) eingeführt, die unserer Vorstellung von "Länge" im Euklidischen Raum entspricht und die den Regeln N1 -N3 genügt. So sind etwa die Vektoren  e1 := (1,0)  und  
e2 := (0,1)  normierte Vektoren des  ℝ2 und dienen sozusagen als Maßstab für die Koordinatenachsen.

Das Skalarprodukt

Eine Abbildung  ∙:  V x V ( ℝ   , (x,y) |( x ∙ y   , die folgenden Regeln genügt:

SP1:


x ∙ y = y ∙ x

(Symmetrie)

SP2:

 (x + y) ∙ z = x ∙ z + y ∙ z
(Linearität im 1. Argument bzgl. + )

SP3:

 (s ∘ x) ∙ y = s * ( x ∙ y )
(Linearität im 1. Argument bzgl. ∘ )

heißt symmetrische Bilinearform oder Skalarprodukt (Innenprodukt)

Statt x∙y findet man auch die Schreibweise  <x,y> , (x,y) oder auch nur xy.

Ein Vektorraum  V  , in dem ein Skalarprodukt (Innenprodukt) erklärt ist, heißt Skalarproduktraum (Innenproduktraum) oder metrischer Raum.

Bemerkungen, Definitionen, Beispiele

1. Jeder metrische Raum ist in natürlicher Weise auch ein normierter Raum 

durch die Festsetzung:  ||x|| : =  √  x ∙ x  .

2. Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:    |x∙y| ≤ ||x||*||y||.

3. Es gilt ferner der Satz des Pythagoras  ||x + y||2 = ||x||2 + ||y||2  genau dann, wenn  x ∙ y = 0  ist. Daher definiert man:

4. Zwei Vektoren  x, y eines Skalarproduktraumes  V  heißen orthogonal
(in Zeichen  x ⊥ y ), wenn das Skalarprodukt verschwindet:  x ∙ y = 0.

5. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gibt sogar Anlaß einen Winkel  α  zwischen den Vektoren zu erklären durch:  cos α : =  x∙y / ||x||*||y|| .

6. Im  ℝ2  wird durch    x ∙ y = (x1,x2) ∙ (y1,y2) : = x1y1 + x2y2    die Euklidische Metrik, ein Skalarprodukt erklärt, das genau zu der Euklidischen Norm führt.

Unterräume

Sei  V  ein Vektorraum. Eine Teilmenge U  ⊆ V heißt Untervektorraum (kurz UVR, in Zeichen  U ≤ V ), wenn U bezüglich den linearen Operationen  + , ∘  einen Vektorraum bildet.

Eine nichtleere Teilmenge  U ⊆ V  ist genau dann ein Untervektorraum, wenn  U  bezüglich der linearen Operationen  + , ∘  abgeschlossen ist, wenn also gilt:

Untervektorraumkriterium:

UV1:

0 ∈ U
UV2:

x,y ∈ U  ⇒  x + y ∈ U
UV3:

s ∈ ℝ , x ∈ U  ⇒  s ∘ x ∈ U

Beispiel: Die Menge { 0 } , bestehend nur aus dem Nullelement eines VRs  V, ist ein UVR von  V :   { 0 } ≤ V . Es ist der kleinstmögliche UVR.

Linearkombination, Erzeugnis

Es sei  (V,+, ∘ )  ein reeller Vektorraum und  x1, x2,  .... , xn  seien Vektoren daraus. Dann heißt für beliebige reelle Zahlen  s1, s2, ...., sn
 

y : = s1 ∘ x1 + s2 ∘ x2 +  .... + sn ∘ xn 


Linearkombination der Vektoren x1,...,xn
Die Menge M aller Linearkombination der Vektoren x1,...,xn  heißt   Erzeugnis von x1,...,xn  (Man schreibt: M = [ x1,...,xn ] ).

Die Vektorgleichung: y  = s1 ∘ x1 + s2 ∘ x2 +  .... + sn ∘ xn  ist genau dann lösbar, wenn  y  aus dem Erzeugnis von  x1,...,xn  ist:
y ∈ [ x1,...,xn ]

Das Erzeugnis  [ x1,...,xn ]  ist ein Vektorraum.

Eine Teilmenge von Vektoren  {x1,...,xn} ⊆ V  heißt Erzeugendensystem von  V  , wenn  das Erzeugnis von  x1,...,xn  mit  V  zusammenfällt:
[ x1,...,xn ] = V

Lineare Abhängigkeit - Unabhängigkeit

Die Vektoren  x1,...,xn  heißen linear abhängig, wenn in der Gleichung 

0  = s1 ∘ x1 + s2 ∘ x2 +  .... + sn ∘ xn  mindestens ein si ≠ 0  ist.

Die Vektoren  x1,...,xn  heißen linear unabhängig, wenn aus der Darstellung
0 : = s1 ∘ x1 + s2 ∘ x2 +  .... + sn ∘ xn  folgt, daß alle  si = 0  sind.

Für die Vektoren   x1,...,xn ∊ V  sind die Aussagen äquivalent:

(a) Die Vektoren  x1,...,xn  sind linear unabhängig

(b) Jeder Vektor  y ∊ [x1,...xn]  läßt sich eindeutig aus den  x1,...xn  linear kombinieren.

Basis und Dimension

Eine Menge linear unabhängiger Vektoren, die den gesamten Vektorraum  V  erzeugen, nennt man eine Basis des Vektorraums V. Also:


B = {x1,...,xn} ist Basis  ⇔  

(B1)
  x1,...,xn  sind linear unabhängig

und

(B2)
  [x1,...,xn] = V

Für eine Teilmenge  B = {x1,...,xn} von  V  ist gleichbedeutend:

(a)
B ist Basis von  V

(b)
B ist eine unverlängerbare, linear unabhängige Teilmenge von  V
(c)
B ist ein unverkürzbares Erzeugendensystem von  V

Sei  V  ein Vektorraum. Besteht eine Basis aus  n  Vektoren, so besteht jede Basis aus  n  Vektoren und die Zahl  n  heißt die Dimension des Vektorraums  V .(Bezeichnung:  dim V = n )

Es sei  V  ein  n-dimensionaler Vektorraum und {x1,...,xn} eine Menge von genau n Vektoren von  V . Dann gilt:

(a)
Sind die Vektoren linear unabhängig, dann sind sie auch erzeugend.

(b)
Erzeugen die Vektoren den Vektorraum, dann sind sie auch linear unabhängig.

