Mathematik - Logik und Algebra

Übungsaufgaben

Aufgabe 1

Eine Menge A habe 8 Elemente. Wieviel Teilmengen von A mit genau 4 Elementen gibt es ?

Lösung:

Nach der Kombinatorik gibt es    8*7*6*5 / (1*2*3*4)  = 70  Teilmengen.  

Aufgabe 2

Man stelle sich ein Regal mit Büchern vor, von denen einige rot eingebunden sind (R sei die Menge der roten Bücher), einige schwarz (S sei die Menge der schwarzen Bücher) und der Rest gelb (Menge G) . Angenommen, alle roten und einige schwarze sind in englisch geschrieben (E bezeichne die Menge der englischen Bücher), der Rest der schwarzen in deutsch (Menge D ) und die gelben Bücher in französisch (Menge F). Die Menge aller Bücher sei die Universalmenge (Bezeichnung X), mit A' sei die Komplementärmenge {x ∈ X : x ∉ A} bezeichnet. Bestimmen Sie:

a) 
F ∩ G

b)
E ∩ S 

c) 
D U E 

d) 
E U G

d) 
D' U S 
e) 
E' ∩ G

f) 
E' ∩ F' 
g) 
E' ∩ S

Lösung:

a)  F = G = F ∩ G , die (gelben) (Französisch-)Bücher

b) E ∩ S = S \ D = E \ R , die schwarz eingebundenen Englischbücher

c) D U E = R U S , die deutschen und englischen  (roten und schwarzen ) Bücher

d) E U G = E U F = D' , die englischen und französischen ( nicht deutschsprachigen) Bücher

e) E' ∩ G = G = F , die gelben (französischen) Bücher

f) E' ∩ F' = D , die nicht englisch und nicht französischen Bücher sind gerade die deutschen Bücher

g) E' ∩ S = D , die nichtenglischen schwarzen sind die deutschen Bücher.

Aufgabe 3

Welche der folgenden Regeln sind allgemein gültig für beliebige Mengen X, Y, Z ?

a)  
X ∩ ( Y U Z ) = (X ∩ Y) U (X ∩ Z)

b)  
X ∩ (X U Y) = X

c) 
X' U Y' = (X U Y)'



d) 
X U (X' ∩ Y) = X U Y

Lösung:

a) das ist das Distributivgesetz 

b) Es ist X ⊆ (X U Y) , also X ∩ (X U Y) = X 

c) Es gilt:  X' U Y' = (X ∩ Y)' ≠ (X U Y)'  im allgemeinen !

d) X U (X' ∩ Y) = (Distributivgesetz) = (X U X') ∩ (X U Y) = X U Y , da  (X U X')  die Universalmenge ist.

Aufgabe 4

Bei einer Umfrage zur Multilingualität ergab sich, daß von 100 Studenten  46 Französisch, 25 Englisch, 8 Französisch und Spanisch , 10 Spanisch und Englisch, 19 Englisch und Französisch und 3 alle drei Sprachen lesen können. Kann das sein ?

Lösung:

Da 3 alle drei Sprachen können, sind es 7 Personen, die nur Spanisch und und Englisch (und kein Französisch) können und 16 Studenten, die nur Englisch und Französisch (und kein Spanisch) können. Das sind mit den 3 dreisprachigen Studenten zusammen bereits 26 Personen, mehr als (25) sich für Englisch gemeldet haben!

Aufgabe 5

In einer Klasse sind 9 Schüler durchgefallen, davon 5 Jungen. 12 Jungen sind nicht sitzengeblieben und 15 Mädchen hatte die Klasse. Wieviel Schüler hatte die Klasse ingesamt ?

Lösung:

5 Jungs durchgefallen, also 9-5 = 4 Mädchen durchgefallen. Also sind 15 - 4 = 11 Mädchen nicht sitzengeblieben. Also 9 Durchfaller und 11 + 12 = 23 Durchkommer ergibt 32 Schüler in der Klasse ebenso wie die Aufteilung nach Geschlecht:  5 + 12 = 17 Jungen und 15 Mädchen.

Aufgabe 7

Es bezeichne A die Aussage "es ist kalt", B die Aussage "es regnet". Drücken Sie damit in symbolischer Form aus:

a) Es ist nicht kalt. 



b) Es ist kalt und es regnet.
c) Es ist nicht kalt und es regnet nicht. 
d) Es ist nicht wahr, daß es nicht regnet.
e) Es regnet oder es ist nicht kalt. 
f) Wenn es regnet, ist es kalt.
g) Eine notwendige Bedingung dafür, daß es kalt ist, ist, daß es regnet.

h) Eine hinreichende Bedingung dafür, daß es kalt ist, ist, daß es regnet.

i) Immer wenn es regnet, ist es kalt.

k) Es regnet nie, wenn es kalt ist.

Lösung:

a) ¬A

b) A ⋀ B
c) ¬A ⋀ ¬B
d) ¬(¬B)
e) B ⋁ ¬A
f) B → A

g) A → B ⇔ (¬B → ¬A) Wenn es nicht regnet, dann ist es nicht kalt. Also ist regnen eine notwendige Bedingung dafür, daß es kalt ist (reicht aber in der Regel nicht aus)

h) B → A  Ist die Prämisse wahr, so folgt aus der Subjunktion, daß auch die Conclusio wahr ist. Also ist die Prämisse hinreichend!

i) wie f) nur sprachlich etwas betonter.
k) A → ¬B

Aufgabe 8

Welche der beiden Aussagen 

A: Er schwimmt genau dann, wenn das Wasser nicht warm ist.

B: er schwimmt genau dann nicht, wenn das Wasser warm ist.

  ist die Negation der Aussage:

Er schwimmt genau dann, wenn das Wasser warm ist ?

Lösung:

Er schwimmt (S) genau dann, wenn das Wasser warm (W) ist:  S ↔ W  

¬ (S ↔ W) <=> ¬((S → W) ⋀ (W → S)) <=> ¬((¬S ⋁ W) ⋀ (¬W ⋁ S)) <=>

¬(¬S ⋁ W) ⋁ ¬(¬W ⋁ S)) <=> (S ⋀ ¬W) ⋁ (W ⋀ ¬S) <=> 
((S ⋀ ¬W) ⋁ W) ⋀ ((S ⋀ ¬W) ⋁ ¬S) <=> (S ⋁ W) ⋀ (¬W ⋁ W) ⋀ (S ⋁ ¬S) ⋀ (¬W ⋁ ¬S)

<=> (S ⋁ W) ⋀ W ⋀ W ⋀ (¬W ⋁ ¬S) <=> (S ⋁ W) ⋀ (¬W ⋁ ¬S)
A: (S ↔ ¬W) <=> (S → ¬W) ⋀ (¬W → S)) <=> (¬S ⋁ ¬W) ⋀ (W ⋁ S)

B: (¬S ↔ W) <=> (¬S → W) ⋀ (W → ¬S)) <=> (S ⋁ W) ⋀ (¬W ⋁ ¬S)

A und B sind also beides Negationen!

Aufgabe 9

A: Lerne ich, so kann ich nicht studieren.

B: Ich studiere oder bestehe die Mathe-Klausur.

C: Ich lerne.

Kann man aus diesen Aussagen folgern, daß ich die Matheklausur bestehe?

Lösung:

A: Lerne ich (L) , so kann ich nicht studieren (¬S):

L → ¬S

B: Ich studiere (S) oder bestehe die Mathe-Klausur (M) :
S ⋁ M

C: Ich lerne: 







L

L ⋀ (L → ¬S) ⇒ ¬S (Modus ponens)

 ¬S ⋀ (S ⋁ M) <=> (¬S ⋀ S) ⋁ (¬S ⋀ M) <=> F ⋁ (¬S ⋀ M) <=> ¬S ⋀ M

 ⇒ M (Abschwächung der Konjunktion)

Aufgabe 10

Mit  A \ B := A ∩ B' sei die "Differenz" als Mengenoperation zwischen den Teilmengen A und B einer Universalmenge X eingeführt. Zeigen Sie:

 
A \ B = B' \ A'

Was ergibt sich für  X \ A ??

Lösung:

A \ B = A ∩ B' = B' ∩ A = B' ∩ A'' = B' \ A' 

X \ A = X ∩ A' = A'  (durch die Differenz kann also die Komplementbildung ausgedrückt werden)

Aufgabe 11

Es sei A = B ∩ C  Gilt dann

a) A x A = (B x B) ∩ (C x C)  oder

b) A x A = (B x C) ∩ (C x B)  ?

Lösung:

(B x B) ∩ (C x C) = { (x,y) : (x,y) ∈ B x B ⋀ (x,y) ∈ C x C } =  { (x,y) : (x,y ∈ B ⋀ x,y ∈ C } = { (x,y) : x ∈ B ⋀ x ∈ C ⋀ y ∈ B ⋀ y ∈ C } = { (x,y) : x ∈ B ∩ C ⋀ y ∈ B ∩ C } = 
{ (x,y) : x ∈ A ⋀ y ∈ A } = A x A
(B x C) ∩ (C x B) = 
{ (x,y) : (x,y) ∈ B x C ⋀ (x,y) ∈ C x B } =  { (x,y) : (x ∈ B ⋀ y ∈ C) ⋀ (x ∈ C ⋀ y ∈ B) } = 
{ (x,y) : x ∈ B ⋀ x ∈ C ⋀ y ∈ B ⋀ y ∈ C } = { (x,y) : x ∈ B ∩ C ⋀ y ∈ B ∩ C } = 
{ (x,y) : x ∈ A ⋀ y ∈ A } = A x A
beides ist richtig!

Aufgabe 12

Es sei N = {1,2,3,...} die Menge der natürlichen Zahlen und  M = N x N  = N2 die Menge aller Paare natürlicher Zahlen. Durch   (a,b) R (c,d)   <==>  a*d = c*b   wird eine Relation  R  auf M eingeführt.  Zeigen Sie, daß dies eine Äquivalenzrelation ist !

Lösung:

Es gilt für alle a,b ∈ N (und somit für alle Paare (a,b) ∈ N2):   a*b = a*b  <=> (a,b) R (a,b) , die Relation ist also reflexiv
Wegen  (c,d) R (a,b)   <=>  c*b = a*d = c*b  <=> (a,b) R (c,d)  ist die Relation auch symmetrisch

Mit  (a,b) R (c,d)   <==>  a*d = c*b  und  (c,d) R (e,f)   <==>  c*f = e*d  gilt  wegen 

(a*f)*d = a*f*d = a*d*f = c*b*f = b*c*f = b*e*d = e*b*d = (e*b)*d  und   d ≠ 0

also  auch  (a,b) R (e,f)   <==>  a*f = e*b - die Relation ist also auch transitiv
Insgesamt ist R also eine Äquivalenzrelation (Faßt man (a,b) als Bruch  a/b  auf, so wird damit gerade die Gleichheit zweier Brüche  a/b = c/d  ausgedrückt)

Aufgabe 13

Es sei A = {a,b,c}, B= {1,2,3,4}, C= {w,x,y,z} und D = {4,5,6} gegeben sowie die Funktionen  
f: A → B  mit  f(a) = 2, f(b) = 1, f(c) = 2, 
 

g: B → C  mit  g(1) = y, g(2) = x, g(3) = w, g(4) = z,



h: C → D  mit  h(w) = 5, h(x) = 4, h(y) = 6, h(z) = 4.

Welcher der Funktionen sind injektiv, welche sind surjektiv ?

Was ergibt sich für die zusammengesetzte Funktion  h○g○f ?

Lösung:

Es ist f(a) = 2 = f(c) , also  f ist nicht injektiv (a ≠ c) .  Wegen 3,4 ∈ B, aber 3,4 ∉ f(A) (das Bild von A unter f)  ist f auch nicht surjektiv  (f(A) ≠ B,  f(A) ⊂ B)

g ist injektiv (keine Bilder doppelt) und surjektiv (jedes Element von C wird "getroffen"),

also ist g sogar bijektiv! (Bei gleichmächtigen Mengen X und Y ist eine Abbildung 
g: X → Y  genau dann surjektiv, wenn sie injektiv ist !)

h(x) = 4 = h(z), also ist h nicht injektiv, wohl aber surjektiv (h(C) = D)

h○g○f (a) = h(g(f(a))) = 4, h○g○f (b) = h(g(f(b))) = 6, h○g○f (c) = h(g(f(c))) = 4 

Die Komposition  h○g○f  der Abbildungen ist nicht injektiv  und nicht surjektiv.
Aufgabe 14

Es sei M eine Menge von drei Elementen. Die bijektiven (Selbst-) Abbildungen π: M → M  heißen Permutationen von M. Wieviele gibt es ? Zeigen Sie, die Menge aller Permutationen  SM  einer Menge M bildet bezüglich der Hintereinanderausführung der Abbildungen eine (nichtkommutative) Gruppe:  (SM;○) 

Lösung:

Hat die Menge M  n Elemente, so gibt es genau  n!  verschiedene bijektive Selbstabbildungen, in unserem Falle also   3! = 6  Permutationen. Diese sind:

f1=(
1 2 3
), f2=(
1 2 3
), f3=(
1 2 3
), f4=(
1 2 3
), f5=(
1 2 3
), f6=(
1 2 3
)


1 2 3

1 3 2

3 2 1

2 1 3

2 3 1

3 1 2


mit der Multiplikationstabelle ( g ○ f , erster Faktor f in den Spalten, g in den Zeilen):

g ○ f
f1
f2
f3
f4
f5
f6

f1
f1
f2
f3
f4
f5
f6

f2
f2
f1
f5
f6
f3
f4

f3
f3
f6
f1
f5
f4
f2

f4
f4
f5
f6
f1
f2
f3

f5
f5
f4
f2
f3
f6
f1

f6
f6
f3
f4
f2
f1
f5

Das Assoziativgesetz "erbt" gewissermaßen die Verknüpfung hier, da allgemein die Hintereinanderausführung (Komposition) von Abbildungen assozitiv ist. 

Der Tabelle entnimmt man, daß  f1  neutrales Element ist. 

Ferner kommt in jeder Spalte (Zeile) dieses neutrale Element genau einmal vor, also existiert zu jeder Abbildung auch eine Inverse.

Schließlich ist die Tabelle nicht symmetrisch, das Kommutativgesetz gilt also nicht.

Aufgabe 15
Ein Interessent für einen Gebrauchtwagen nennt folgende Bedingungen: der Wagen soll:

A:  -nicht mehr als 30.000 km gefahren sein,

B: - im Verbrauch unter 10 l liegen,

C: - aus erster Hand stammen,

D: - unfallfrei sein,

E: - TÜV neuesten Datums besitzen,

F: - nicht mehr als 6.000€ kosten.

Ein Wagen kommt in die engere Wahl, falls er wenigstens 5 der 6 Forderungen erfüllt. Übersetzen Sie diese Aussageform in die Sprache der Logik!

Lösung:

(A ⋀ B ⋀ C ⋀ D ⋀ E ⋀ F) ⋁ (¬A ⋀ B ⋀ C ⋀ D ⋀ E ⋀ F) ⋁ (A ⋀ ¬B ⋀ C ⋀ D ⋀ E ⋀ F) ⋁ 
(A ⋀ B ⋀ ¬C ⋀ D ⋀ E ⋀ F) ⋁ (A ⋀ B ⋀ C ⋀ ¬D ⋀ E ⋀ F) ⋁ (A ⋀ B ⋀ C ⋀ D ⋀ ¬E ⋀ F) ⋁ (A ⋀ B ⋀ C ⋀ D ⋀ E ⋀ ¬F)

Aufgabe 16
Man entwickle für den Ausdruck 

A(X1, X2, X3, X4)  <=>  (X1 ↔ X2 ) → ( X3 ↔ X4 )

a) die kanonisch disjunktive 
und 
b) die kanonisch konjunktive Normalform

Lösung:

a)  (X1 ⋀ X2 ⋀ X3 ⋀ X4) ⋁ (X1 ⋀ X2 ⋀ ¬X3 ⋀ ¬X4) ⋁ (X1 ⋀ ¬X2 ⋀ X3 ⋀ X4) ⋁ 
(X1 ⋀ ¬X2 ⋀ X3 ⋀ ¬X4) ⋁ (X1 ⋀ ¬X2 ⋀ ¬X3 ⋀ X4) ⋁ (X1 ⋀ ¬X2 ⋀ ¬X3 ⋀ ¬X4) ⋁ 
(¬X1 ⋀ X2 ⋀ X3 ⋀ X4) ⋁ (¬X1 ⋀ X2 ⋀ X3 ⋀ ¬X4) ⋁ (¬X1 ⋀ X2 ⋀ ¬X3 ⋀ X4) ⋁ 
(¬X1 ⋀ X2 ⋀ ¬X3 ⋀ ¬X4) ⋁ (¬X1 ⋀ ¬X2 ⋀ X3 ⋀ X4) ⋁ (¬X1 ⋀ ¬X2 ⋀ ¬X3 ⋀ ¬X4)

b) (¬X1 ⋁ ¬X2 ⋁ ¬X3 ⋁ X4) ⋀ (¬X1 ⋁ ¬X2 ⋁ X3 ⋁ ¬X4) ⋀ (X1 ⋁ X2 ⋁ ¬X3 ⋁ X4) ⋀ 
(X1 ⋁ X2 ⋁ X3 ⋁ ¬X4)

Aufgabe 17
Die Erfüllungsmenge einer aussagenlogischen Form  A(X1, X2, X3)  sei:  
 E = {(W,F,W),(F,W,F),(F,F,F)}  .

a) Wie lautet die kanonisch disjunktive Normalform ?

b) Wie lautet die kanonisch konjunktive Normalform

Lösung:

a) (X1 ⋀ ¬X2 ⋀ X3) ⋁ (¬X1 ⋀ X2 ⋀ ¬X3) ⋁ (¬X1 ⋀ ¬X2 ⋀ ¬X3)

b) (¬X1 ⋁ ¬X2 ⋁ ¬X3) ⋀ (¬X1 ⋁ ¬X2 ⋁ X3) ⋀ (¬X1 ⋁ X2 ⋁ X3) ⋀
(X1 ⋁ ¬X2 ⋁ ¬X3) ⋀ (X1 ⋁ X2 ⋁ ¬X3)

Aufgabe 18
Geben Sie die Erfüllungsmenge des Ausdrucks 

A(X1, X2, X3)  <=>  (X1 ⋁ ¬X2 ⋁ X3) ⋀ (¬X1 ⋁ ¬X2 ⋁ X3)

direkt an.

Lösung:

Der Ausdruck ist falsch für  (F,W,F)  und  (W,W,F)  sonst immer wahr:

E = {(W,W,W),(W,F,W),(W,F,F),(F,W,W),(F,F,W),(F,F,F)}

Aufgabe 19
Entscheiden Sie anhand von Wahrheitstafeln, welche der folgenden Aussagen Tautologien, Kontingenzen, Kontradiktionen sind:

a) A → (B → C) ↔ (A → B) → C

b) (A ⋀ C) ⋁ (B ⋀ ¬C) ↔ (A ⋀ ¬C) ⋀ (B ⋁ C)

c) ((X ⋀ Y) ⋁ (X ⋀ ¬Y)) ⋁ (¬X ⋀ Y)

d) (A ⋁ ¬A) ⋀ (B ⋁ ¬B) → W
Lösung:

a)  ist Kontingenz:

A
B
C
1: A → B
3:1 → C
2:B → C
4: A → 2
3 ↔ 4

W
W
W
W
W
W
W
W

W
W
F
W
F
F
F
W

W
F
W
F
W
W
W
W

W
F
F
F
W
W
W
W

F
W
W
W
W
W
W
W

F
W
F
W
F
F
W
F

F
F
W
W
W
W
W
W

F
F
F
W
F
W
W
F

b)  ist Kontingenz:

A
B
C
1: A ⋀ C
2: B ⋀ ¬C
3: 1 ⋁ 2
4: A ⋀ ¬C
5: B ⋁ C
6: 4 ⋀ 5
3 ↔ 6

W
W
W
W
F
W
F
W
F
F

W
W
F
F
W
W
W
W
W
W

W
F
W
W
F
W
F
W
F
F

W
F
F
F
F
F
W
F
F
W

F
W
W
F
F
F
F
W
F
W

F
W
F
F
W
W
F
W
F
F

F
F
W
F
F
F
F
W
F
W

F
F
F
F
F
F
F
F
F
W

c) Aus der vorgelegten kononischen disjunktiven Normalform läßt sich das Ergebnis schneller ablesen, als aus der Wahrheitstafel:

X
Y
1: X ⋀ Y
2: X ⋀ ¬Y
3: 1 ⋁ 2
4: ¬X ⋀ Y
3 ⋁ 4

W
W
W
F
W
F
W

W
F
F
W
W
F
W

F
W
F
F
F
W
W

F
F
F
F
F
F
F

d) Das ist natürlich eine Tautologie:

A
B
1: A ⋁ ¬A
2: B ⋁ ¬B
3: 1 ⋀ 2
4: W
3 → 4

W
W
W
W
W
W
W

W
F
W
W
W
W
W

F
W
W
W
W
W
W

F
F
W
W
W
W
W

Aufgabe 20
Wie lautet das Distributivgesetz 

A ⋀ (B ⋁ C) <=> (A ⋀ B) ⋁ (A ⋀ C)

in der Frege-Basis ?

Lösung:

¬(A → ¬(¬B → C) <=> (A → ¬B) → ¬(A → ¬C)

Aufgabe 21
Geben Sie alle Folgerungen aus dem System von Prämissen:

A1 :  <=>  ¬X2 ⋀ X4 

A2 :  <=>  ¬X1
A3 :  <=>  X1 ⋀ X2 ⋀ X3 ⋀ ¬X4 

A4 :  <=>  X2 ⋀ X3 ⋀ X4 

A5 :  <=>  X1 ⋀ ¬X2 ⋀ ¬X4
Lösung:

Das System der Prämissen ist (auf grund eines Schreibfehlers) inkonsistent 
( (A1 ⋀ A2 ⋀ A3 ⋀ A4 ) <=>  F ) , daher ist jede vierstellige aussagenlogische Aussageform A(X1, X2, X3, X4) eine richtige Folgerung!  ( F => A)

Für das System (mit den zugehörigen kanonischen konjunktiven Normalformen):

A1 :  <=>  ¬X2 ⋁ X4   <=> 
(X1 ⋁ ¬X2 ⋁ X3 ⋁ X4) ⋀ (X1 ⋁ ¬X2 ⋁ ¬X3 ⋁ X4) ⋀ 
 



(¬X1 ⋁ ¬X2 ⋁ X3 ⋁ X4) ⋀ (¬X1 ⋁ ¬X2 ⋁ ¬X3 ⋁ X4)

A2 :  <=>  ¬X1  
  <=>  (¬X1 ⋁ X2 ⋁ X3 ⋁ X4) ⋀ (¬X1 ⋁ X2 ⋁ X3 ⋁ ¬X4) ⋀ 
 



(¬X1 ⋁ X2 ⋁ ¬X3 ⋁ X4) ⋀ (¬X1 ⋁ X2 ⋁ ¬X3 ⋁ ¬X4) ⋀

 



(¬X1 ⋁ ¬X2 ⋁ X3 ⋁ X4) ⋀ (¬X1 ⋁ ¬X2 ⋁ X3 ⋁ ¬X4) ⋀ 

 



(¬X1 ⋁ ¬X2 ⋁ ¬X3 ⋁ X4) ⋀ (¬X1 ⋁ ¬X2 ⋁ ¬X3 ⋁ ¬X4)

A3 :  <=>  X1 ⋁ X2 ⋁ X3 ⋁ ¬X4 

A4 :  <=>  X2 ⋁ X3 ⋁ X4 <=> (X1 ⋁ X2 ⋁ X3 ⋁ X4) ⋀ (¬X1 ⋁ X2 ⋁ X3 ⋁ X4)  

A5 :  <=>  X1 ⋁ ¬X2 ⋁ ¬X4 <=> (X1 ⋁ ¬X2 ⋁ X3 ⋁ ¬X4) ⋀ (X1 ⋁ ¬X2 ⋁ ¬X3 ⋁ ¬X4) 

ergeben sich 14 verschiedene Maxterme. Jede konjunktive Normalform, die sich aus einer beliebigen Anzahl dieser 14 Maxterme bilden läßt (es gibt 214 = 16384  Kombinationen!), stellt eine Folgerung dar.

Dieser Aufgabentyp gehört wohl mit zu den schwersten Aufgaben aus dem ganzen Wissensgebiet. Gleichwohl lassen sich auch hier sinnvolle(re) Aufgaben stellen!

Aufgabe 22
Man zeige die Gültigkeit der Schlußregel:

¬A

A ⋁ ¬B

¬C → B

---------

C

Lösung:

1:
¬A

2:
A ⋁ ¬B

3:
¬C → B

4:
B → A  aus 2  durch Konvertierung von  →    nach  ⋁  oder vice versa.

5:
¬B  aus 1 und 4 nach dem Modus tollens

6:
¬¬C  aus 3 und 5 nach dem Modus tollens

7:
C  aus 6  nach dem Gesetz der doppelten Negation

Aufgabe 23
Leiten Sie aus den Hilbertschen Axiomen den Ausdruck:

(A → A)

her !

Lösung:

1:
Anschreiben von Axiom 1:

(A ⋁ A) → A

2
Anschreiben von Axiom 4:

(A → B) → ((C ⋁ A) → (C ⋁ B))

3
In 2 gemäß Regel 1  C durch ¬C ersetzen: 
(A → B) → ((¬C ⋁ A) → (¬C ⋁ B))

4
In 3 Definition 1 auf  ¬C ⋁ A und  ¬C ⋁ B anwenden: 
 
(A → B) → ((C → A) → (C → B))

5
Anschreiben von Axiom 2:

A → (A ⋁ B)

6
In 5 gemäß Regel 1  B durch A ersetzen:
A → (A ⋁ A)

7
In 4 gemäß Regel 1  A ersetzen durch  (A ⋁ A), B ersetzen durch A, C ersetzen durch A : 
((A ⋁ A) → A) → ((A → (A ⋁ A)) → (A ⋁ A))

8
In 7 gemäß Regel 2 und 6 Vorderglied abtrennen: 
(A → (A ⋁ A)) → (A ⋁ A)

9
In 8 gemäß Regel 2 und 6 Vorderglied abtrennen: 
(A ⋁ A)

Aufgabe 24
Zwei Mengen A, B heißen gleichmächtig, wenn es eine bijektive Abbildung  f:A → B gibt.
Sei A = {1,2,3, ...} die Menge der natürlichen Zahlen, B = {2,4,6, ..}  die (Teil-)Menge der geraden Zahlen und   f: A → B , n  ↦f(n) = 2n  . Untersuchen Sie   f  auf Bijektivität .

Lösung:

Sei x eine gerade Zahl (x ∈ B), also durch 2 teilbar. Dann gibt es eine natürliche Zahl  m  mit  2*m = x ∈ B (alle geraden Zahlen lassen sich so darstellen). Dieses  m  ist aber gerade das Urbild von x unter f:  f(m) = 2*m = x  . Also B ⊆ F(A) und  -natürlich ist immer F(A) ⊆ B-  daher  f(A) = B , d.h.  f ist surjektiv

Sei   f(m) = x  = f(n)  dann folgt  2*m = 2*n   und nach Teilung durch 2 auf beiden Seiten  m = n . Die Bilder von m und m sind also nur dann gleich, wenn die Urbilder m und n selbst gleich sind. Das ist aber gerade die Eigenschaft der Injektivität von f.

Mithin ist f injektiv und surjektiv, also bijektiv un die Menge A der natürlichen Zahlen ist gleichmächtig zu ihrer Teilmenge der geraden natürlichen Zahlen B.

Aufgabe 25
Zeigen Sie, daß die Implikation  " ⇒ "  eine Ordnungsrelation in der Menge der aussagenlogischen Ausdrücke ist !

Lösung:

Wir argumentieren über die Erfüllungsmengen von Aussagen A, B, C:

1.) E(A) ⊆ E(A) , daher gilt  A ⇒ A  , die Reflexivität

2 Ist E(A) ⊆ E(B)  und   E(B) ⊆ E(A), dann  ist E(A) = E(B), 
daher folgt aus  A ⇒ B ⋀ B ⇒ A  dann  A ⇔ B  (Dies entspricht der "Gleichheit" aussagenlogischer Ausdrücke!).  Dies ist die Antisymmetrie (Identitivität) 

3.) Aus E(A) ⊆ E(B)  und   E(B) ⊆ E(C)  folgt E(A) ⊆ E(C), also (B) ⊆ E(A),  mithin gilt

A ⇒ B ⋀ B ⇒ c dann  A ⇒ C,  also dei Transitivität

Wegen 1.) , 2.) , 3.) ist  " ⇒ "  daher eine Ordnungsrelation.

Aufgabe 26
Dualisieren Sie folgende Äquivalenzen:

a) (A ⋁ ¬B ⋁ C ⋁ ¬A) ⋀ (B ⋁ C ⋁ ¬C) ⋀ (B ⋁ ¬B ⋁ C) <=> W
b) (X1 ⋀ ¬X3) ⋁ (X2 ⋀ ¬X3) ⋁ (¬X1 ⋀ X2) <=> (X1 ⋀ ¬X3) ⋁ (¬X1 ⋀ X2)

Lösung:

a) (A ⋀ ¬B ⋀ C ⋀ ¬A) ⋁ (B ⋀ C ⋀ ¬C) ⋁ (B ⋀ ¬B ⋀ C) <=> F
b) (X1 ⋁ ¬X3) ⋀ (X2 ⋁ ¬X3) ⋀ (¬X1 ⋁ X2) <=> (X1 ⋁ ¬X3) ⋀ (¬X1 ⋁ X2)

Aufgabe 27
Was ergibt sich nach der Shannon-Formel aus:

A(X,Y) <=> ¬(¬(X ⋀ ¬Y) ⋁ (¬X ⋀ Y))

Lösung:

r.S. gemäß Shannon <=> ¬(¬(¬X ⋁ ¬¬Y) ⋀ (¬¬X ⋁ ¬Y)) <=> ¬(¬(¬X ⋁ Y) ⋀ (X ⋁ ¬Y)) <=> ¬((X ⋀ ¬Y) ⋀ (X ⋁ ¬Y)) <=> (¬(X ⋀ ¬Y) ⋁ ¬(X ⋁ ¬Y)) <=> (¬(X ⋀ ¬Y) ⋁ (¬X ⋀ ¬¬Y)) <=> ¬¬(¬(X ⋀ ¬Y) ⋁ (¬X ⋀ Y)) <=> ¬A(X,Y)

Aufgabe 28  (Logelei aus der Zeit 18/2002)

Jemand hat Andreas verprügelt. Verzweifelt wendet er sich an die Polizei. "Wer ist es gewesen?", fragt der Beamte. "Ich bin sicher, es war einer von den drei Typen, die mich nicht leiden können, sie heißen Karl, Malte und Norbert", sagt Andreas und fügt die Adressen der drei Männer hinzu. Flugs schwärmt ein Einsatzwagen aus und holt die drei Verdächtigen auf die Wache. Hier untersucht Detektiv Fassihn den Fall. 

Zuerst nimmt er sich Karl vor. Er fragt ihn: "Hast du Andreas verprügelt?" 

Karl: "Nein, das habe ich nicht getan." 

Fassihn: "Wann hast du das letzte Mal Malte gesehen?" 

Karl: "Ich habe Malte bis heute noch nie gesehen."

Fassihn: "Kennst du Andreas?" 

Karl: "Ja, den kenne ich."

Jetzt wendet sich Fassihn Norbert zu. Er fragt ihn: "Hast du Andreas verprügelt?" 

Norbert: "Nein, das habe ich nicht getan." 

Fassihn: "Hat Karl den Malte schon früher gesehen?" 

Norbert: "Karl hat gelogen, als er sagte, er habe Malte bis heute nicht gesehen."

Fassihn: "Weißt du, wer Andreas verprügelt hat?"

Norbert: "Nein, das weiß ich nicht."

Nun kommt Malte an die Reihe. Fassihn fragt ihn: "Hast du Andreas verprügelt?"

Malte: "Nein, das habe ich nicht."

Fassihn: "Kennst du Karl und Norbert?" 

Malte: "Ja, das sind meine Kumpel." 

Fassihn. "Hat Karl den Andreas verprügelt.?" 

Malte. "Nein, Karl verprügelt nie jemanden." 

Nach diesem Verhör ist Fassihn überzeugt davon, dass jeder Befragte genau eine falsche Antwort gegeben hat und daß tatsächlich einer von den drei Burschen Andreas verprügelt hat. Angenommen, Fassihn hat damit Recht: Wer hat Andreas verprügelt?

Lösung:

Norbwert ist unschuldig, denn hätte er Andreas verprügelt, wären zwei seiner Aussagen falsch gewesen. Angenommen, Karl hätte es getan: Dann wäre seine erste Aussage falsch, die beiden anderen also wahr. Ebenfalls hätte Malte mit seiner ersten Antwort die Wahrheit gesagt, jedoch mit der dritten gelogen, ergo müßte auch seine zweite wahr sein. Aber Karls zweite und Maltes zweite Aussage widersprechen sich. Mithin ist Karl nicht der Täter. Es kann nur Malte gewesen sein. Dann hat tatsächlich jeder genau eine falsche Aussage gemacht!

Aufgabe 29  (Logelei aus der Zeit 12/2002)

Endlich kam wieder Post aus Knusiland. Unser dorthin entsandter Forscher schreibt: 

"Wie inzwischen wohl jedermann weiß, leben hier zwei Stämme, die Abianer und die Bebianer, deren Bewohner hinsichtlich ihrer Wahrheitsliebe bemerkenswert sind. Die Abianer nämlich sagen stets die Wahrheit; hingegen ist jede Aussage eines Bebianers falsch. 

Unlängst waren die Herren Anderknasi, Benderknesi, Zinderknisi, Donderknosi, Emmentesi, Fanderknausi, Gönderknösi und Hündeldüsi bei mir zu Gast. Von meinem Diener, einem Abianer, erfuhr ich, dass jeder der acht Gäste entweder Abianer oder Bebianer wären und jeder von jedem anderen wisse, welchem Stamm er angehöre. Also war ich gespannt darauf, wer von welchem Stamm ist. Ich fragte bei Tisch ganz allgemein- 'Wer ist denn nun von weichem Stamm?'. 
Darauf erhielt ich die folgenden Antworten: 

Anderknasi:

'Entweder ist Zinderknisi oder Donderknosi Abianer.'

Benderknesi:

'Von Emmentesi und Gönderknösi ist mindestens einer Abianer.'

Zinderknisi:

'Falls Fanderknausi Abianer ist, ist Gönderknösi Bebianer.'

Donderknosi:

'Falls Anderknasi Bebianer ist, ist Hündeldüsi Abianer.'

Emmentesi:

'Entweder ist Zinderknisi oder Hündeldüsi Abianer.'

Fanderknausi:
'Entweder ist Donderknosi oder Benderknesi Bebianer.'

Gönderknösi:
'Falls sowohl Zinderknisi als auch Hündeldüsi Abianer sind, gehören auch Anderknasi und Emmentesi dem Stamm der Abianer an.'

Hündeldüsi:

'Falls Fanderknausi Abianer ist, gehört Benderknesi zum Stamm der Bebianer und entweder Donderknosi oder Emmentesi zu dem der Abianer.'

Mein Diener, der aufmerksam zugehört hatte, verriet mir noch, dass mindestens die Hälfte meiner Gäste Abianer seien. Jetzt grüble ich darüber nach, wer aus welchem Dorf kommt."

Wer kann unserem Forscher helfen?

Lösung:

Zinderknisi , Donderknosi, Fanderknausi und Hündeldüsi sind Abianer!

Aufgabe 30  (Logelei aus der Zeit 16/2002)

Der Kriminalbeamte hatte seine liebe Not mit den Zeugen des Banküberfalls. Ihre Aussagen stimmten kaum überein. 

So erklärte der Kassierer- "Der Räuber war groß, hatte blondes Haar,'einen blauen Anzug an, hielt mir eine Pistole vor die Nase und rief: 'Hände hoch!' " 

Hingegen gab der Kontoführer zu Protokoll- "Der Räuber war groß, hatte braunes Haar, einen grünen Anzug, ein Gewehr in seinen Händen und sagte kein Wort." 

Der Kassenleiter meinte, der Räuber sei klein gewesen, habe schwarzes Haar gehabt, sein Anzug sei grau gewesen, eine Waffe habe er nicht in der Hand gehabt und gesagt habe er nichts. 

Dass der Räuber klein gewesen sei, erklärte auch der Kunde, der als Haarfarbe des Räubers Braun und als Anzugfarbe ebenfalls Braun angab. Diesem Zeugen zufolge hatte der Räuber eine Pistole in der Hand gehalten und er soll 'Geld her!' gerufen haben. 

Schließlich machte noch eine Kundin folgende Aussagen. "Der Räuber war groß. Haare hatte er keine. Sein Anzug war schwarz. Er hat mit einem Gewehr herumgefuchtelt, aber nichts gerufen." 

Als später der Bösewicht gefasst worden war, stellte sich heraus, dass von den fünf Angaben eines jeden Zeugen zwei richtig und die übrigen drei falsch waren. Wer kann den Räuber beschreiben?

Lösung:

Der Räuber war groß, hatte schwarzes Haar, trug einen braunen Anzug; in der Hand hielt er eine Pistole und gesagt hatte er kein Wort !







