§2 spezielle Funktionen

1. Polynome

Eine Funktion  p: ℝ  →  ℝ  der Form   p(x) = anxn + an-1xn-1 +  ... + a1x + a0  mit  an ≠ 0  heißt Polynom (Polynomfunktion, ganzrationale Funktion) vom Grad n. Die reellen Zahlen  a0, a1, ...an-1, an  heißen Koeffizienten des Polynoms. Die Zahl  n  heißt der Grad des Polynoms ( n = grad p)

Beispiele aus der Physik:

1. Die Höhe H einer Quecksilbersäule hängt von ihrer Temperatur  T ab:
 H(T) = H0 (1 + α(T -T0))

2. Ein strömendes Fluid mit einer mittleren Geschwindigkeit übt auf eine Fläche quer zur Strömung eine Kraft:

Fw(v) = cw A 1/2 ρ v2 aus.

3. Die Biegelinie eines einseitig eingespannten Trägers der Länge s wird beschrieben durch  y(x) = F / (6 E I) (3 s x2 - x3)

Die Interpolationsaufgabe und das Lagrangepolynom

Satz: Zu n+1 verschiedenen Wertepaaren  (x0,y0), (x1,y1),..., (xn,yn) gibt es genau eine Polynomfunktion  p(x) , deren Grad nicht größer als n ist, mit:  p(xi) = yi  , i = 0, ...,n.

Das Lagrange-Polynom  
Li(x) : = {(x-x0)...(x-xi-1)(x-xi+1)...(x-xn)}/{(xi-x0)...(xi-xi-1)(xi-xi+1)...(xi-xn)}  hat an den Stellen  xk ≠ xi  den Wert  Li(xk) = 0  an der Stelle  xi  den Wert Li(xi) = 1  und ist vom Grad  n .  Dann ist auch das Polynom  p(x) : = ∑ni=0yiLi(x)  vom Grad  n  und es gilt:  p(xi) = yi , i=0,..n.

Satz: Zwei Polynomfunktionen  p(x) = anxn + an-1xn-1 + ... + a1x + a0  und   q(x) = bmxm + bm-1xm-1 +  ... + b1x + b0  sind gleich, genau dann, wenn  n = m  und  ai = bi , i=0,...n .

Interpolation durch Newtonsche Steigungen

Der Ansatz:  p(x) = a0+a1(x-x0)+a2(x-x0)(x-x1)+...+an(x-x0)(x-x1)...(x-xn-1)
führt auf folgende iterative Bestimmung der Koeffizienten  a0,...,an :

y0 = f(x0) = a0 = : D0 ,

y1 = f(x1) = a0+a1(x1-x0)  ⇒  a1 = (y1-y0)/(x1-x0) = : (D1-D0)/(x1-x0) = : D1,0 ,

y2 = f(x2) = a0+a1(x2-x1)+a2(x2-x0)(x2-x1)  ⇒ 
a2 = {(y2-y1)/(x2-x1)-(y1-y0)/(x1-x0)}/(x2-x0) = (D2,1-D1,0)/(x2-x0) = : D2,1,0 ,
...
yn = f(xn) = a0+a1(xn-x0)+...+an(xn-x0)...(xn-xn-1)  ⇒  
an = (Dn,...,1-Dn-1,...,0)/(xn-x0) = : Dn,...,0

Die  Dk,...,0  bezeichnet man als dividierte Differenzen oder als Newtonsche Steigungen k-ter Stufe. Sie bilden die Koeffizienten des Newtonschen Interpolationspolynoms. Dessen Vorteil ist, daß bei Hinzunahme eines weiteren Meßpunktes die bereits berechneten Koeffizienten gültig bleiben.
Auswerten eines Polynom und Abdividieren eines linearen Faktors

Satz: Für jedes Polynom  p(x)  und jeden Wert  x0  ist die folgende Umformung möglich:  
p(x) 
= anxn + an-1xn-1 +  ... + a1x + a0  
 




= (x - x0)*(bn-1xn-1 + bn-2xn-2 +  ... + b1x + b0) + p(x0)
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an

an-1

...

a2

a1

a0

+


x0bn-1

...

x0b2

x0b1

x0b0


bn-1
↗
bn-2
↗
...
↗
b1
↗
b0
↗
p(x0)

liefert den Funktionswert  p(x0) und die Koeffizienten des "abdividierten" Polynoms  b0, b1, ....bn-1  .

Zur Nullstellenproblematik

Satz: Wenn  x0  Nullstelle des Polynoms n-ten Grades  p(x)  ist, dann gilt:
p(x) = (x - x0)k (bn-k xn-k + ... + b1x + b0) = (x-x0)kq(x)  mindestens für  k=1. Gilt: p(x) = (x-x0)kq(x) mit q(x0) ≠ 0 so heißt x0 k-fache Nullstelle von p(x).
Satz: Jedes Polynom  n-ten Grades hat höchstens n verschiedene Nullstellen.

Bemerkung: Die Bestimmung der Nullstellen bis  n < 5 ist durch Formeln möglich (siehe Kapitel I, §4 Gleichungen, für n=2), wenn auch für n = 3 und n = 4 dies wesentlich komplizierter ist. Für n > 4 gibt es keine Auflösungs-formeln mehr. Hier helfen nur numerische Verfahren oder "Raten" weiter.

2. Rationale Funktionen

Unter einer (gebrochen-)rationalen Funktion versteht man eine Funktion  f , die sich als Quotient zweier Polynomfunktionen  p , q  darstellen läßt:

f:  ℝ\{x∈ℝ , q(x) = 0} →ℝ ,
 

x ↦ f(x) = p(x)/q(x) = (amxm + ... + a1x + a0)/(bnxn +... + b1x + b0)

Dabei unterscheidet man analog zu den Brüchen zwischen ganzrationalen Funktionen (n=0, Polynome!), echt gebrochenrationalen (m < n) und unecht gebrochenrationalen Funktionen (m ≥ n).

Definitionslücken, Nullstellen, Pole

Die Nullstellen des Nennerpolynoms  q(x)  , die aus dem Definitionsbereich von  f  ausgenommen wurden, bezeichnet man als Definitionslücken (Singularitäten). Wachsen die Funktionswerte von  f(x)  in unmittelbarer Umgebung einer Nullstelle  x0  von  q(x)  betragsmäßig über alle Grenzen an, so spricht man von einer echten (nichthebbaren) Singularität oder einem Pol (z.B. wenn p(x0) ≠ 0 ist). Andernfalls sagt man, die Singularität sei hebbar: Zähler und Nennerpolynom besitzen  x0  als gemeinsame Nullstelle und damit jeweils das Polynom  (x-x0) als Linearfaktor, das sich herauskürzen läßt. Die Nullstellen des vollständig gekürzten Nennerpolynoms sind dann die Pole, die Nullstellen des vollständig gekürzten Zählerpolynoms sind auch die Nullstellen der Gesamtfunktion  f(x) .

Verhalten von rationalen Funktionen im Unendlichen

Mit  f(x) = p(x)/q(x) = ∑mi=0aixi / ∑ni=0 bixi  gilt:
(1) m = grad p < grad q = n  ⇒ f(x)  ⇢  0

für  x ⇢ ± ∞
(2) m = grad p = grad q = n  ⇒ f(x)  ⇢  an/bn
für  x ⇢ ± ∞
(3) m = grad p > grad q = n  ⇒ f(x)  ⇢  ± ∞
für  x ⇢ ± ∞

Partialbruchzerlegung

Satz: Hat für eine echt gebrochenrationale Funktion  f(x) = p(x)/q(x)  das Nennerpolynom  q(x) = bn (x-x1)...(x-xn)  n verschiedene einfache Nullstellen, so führt der Ansatz  f(x) = A1/(x-x1) + A2/(x-x2) +...+ An/(x-xn)  zu einer eindeutigen Zerlegung in Partialbrüche  Ai/(x-xi)  .Ist etwa  xl  eine k-fache Nullstelle von q(x), so ist deren Anteil durch  f(x) = ... + B1/(x-xl) + B2/(x-xl)2 + ... + Bk/(x-xl)k ... in der Partialbruchentwicklung von  f(x) zu berücksichtigen.

3. Trigonometrische Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen (Kreis- oder Winkelfunktionen) spielen bei der Beschreibung sich regelmäßig wiederholender Zustände, also periodischer Vorgänge (akustische, elektromagnetische, mechanische Schwingungen, Umlaufbahnen), eine wichtige Rolle. Ihre Periodenintervalle sind durch einen Umlauf im Vollkreis, im Gradmaß von 0∘ - 360∘ , im Bogenmaß (Länge des Bogens beim Einheitskreis) von  0 bis  2π  gegeben. Die Umrechnung erfolgt durch  α/360∘ = x/2π  .

Kurvendiskussion der trigonometrischen Funktionen Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens


sin(x)
cos(x)
tan(x)
cot(x)

Definitionsbereich
ℝ
ℝ
ℝ\{π/2+kπ, k∈ℤ}
ℝ\{kπ, k∈ℤ}

Wertebereich
[-1,1]
[-1,1]
ℝ
ℝ

Periode
2π
2π
π
π

Symmetrie
ungerade
gerade
ungerade
ungerade

Nullstellen
kπ, k∈ℤ
π/2+kπ, k∈ℤ
kπ, k∈ℤ
π/2+kπ, k∈ℤ

Relative Maxima
π/2+k*2π, k∈ℤ
k*2π, k∈ℤ
-
-

Relative Minima
3π/2+k*2π, k∈ℤ
π+k*2π, k∈ℤ
-
-

Pole
-
-
π/2+kπ, k∈ℤ
kπ, k∈ℤ

Asymptoten
-
-
x=π/2+kπ, k∈ℤ
x=kπ, k∈ℤ

Additionstheoreme
sin(x1±x2) = sin(x1)cos(x2) ± cos(x1)sin(x2)

cos(x1±x2) = cos(x1)cos(x2) ∓ sin(x1)sin(x2)

tan(x1±x2) = (tan(x1) ± tan(x2))/(1 ∓ tan(x1)tan(x2))

cot(x1±x2) = (cot(x1)cot(x2) ∓ 1)/(cot(x2) ± cot(x1))

... und daraus abgeleitete Formeln:

sin(2x) = 2sin(x)cos(x),


sin(3x) = 3sin(x) - 4sin3(x)

cos(2x) = cos2(x) - sin2(x),

cos(3x) = 4cos3(x) - 3cos(x)

tan(2x) = 2tan(x)/(1-tan2(x)),

tan(3x) = (3tan(x)-tan3(x))/(1-3tan2(x))

cot(2x) = (cot2(x)-1)/2cot(x),

cot(3x) = (cot3(x)-3cot(x))/(3cot2(x)-1)

sin2(x) = (1 - cos(2x))/2,

cos2(x) = (1 + cos(2x))/2

sin2(x) = 1/(1+tan2(x)),


cos2(x) = tan2(x)/(1+tan2(x))

sin2(x) + cos2(x) = 1,


tan(x) = sin(x)/cos(x) = 1/cot(x)

sin(x/2) = ± √(1-cos(x))/2,

cos(x/2) = ± √(1+cos(x))/2

tan(x/2) = sin(x)/(1+cos(x)) = (1-cos(x))/sin(x)

Die allgemeine Sinusfunktion

Viele Vorgänge in der Natur tragen den Charakter einer Schwingung, deren mathematische Beschreibung durch eine Funktion der Form
y(x) = a. sin(bx+c) + d = a. sin(b(x+c/b)) + d, a,b,c,d ∈ ℝ, b ≠ 0  möglich ist.

Als Beispiel dient die harmonische Resonanzschwingung  f(x) = Asin(ωt+φ) mit der Amplitude  A  , der Schwingungsdauer  T = 2π/ω, der Frequenz  f = 1/T = ω/2π,  der Kreisfrequenz  ω = 2π /T = 2πf  und der Anfangs-phase  φ  , deren Werte im Bereich  -A≤f(x)≤A  liegen, deren Periode durch T gegeben ist und deren Phasenverschiebung  φ/ω  durch die Nullstelle  x0 = -φ/ω  bestimmt ist.

Arkusfunktionen

Schränkt man den Definitionsbereich der Sinusfunktion auf das Intervall    
 [-π/2,π/2]  , den sogenannten Hauptwert, ein, so ist dort der Sinus streng monoton wachsend und nimmt  alle Werte aus  [-1,1]  an. Es existiert also die Umkehrfunktion  sin-1 : [-1,1] → [-π/2,π/2]  ,  x ↦ sin-1(x) = : arcsin(x)  , die man die Arkussinusfunktion nennt.

Es gilt also: 
arcsin(sin(x)) = x  für alle x ∈ [-π/2,π/2]  und 
 


sin(arcsin(y)) = y  für alle y ∈ [-1,1].

Ferner ist etwa  arcsin(0) = 0,  arcsin(1/2) = π/6,  arcsin(√2/2) = π/4  .

Der Cosinus, mit dem Hauptwert im Intervall  [0,π]  , ist streng monoton fallend mit dem Wertebereich  [-1,1], die Umkehrfunktion  cos-1:  [-1,1] → [0,π]  , x ↦ cos-1(x) = : arccos(x)  heißt Arkuscosinus.

Es ist:
arccos(0) = π/2,  arccos(1/2) = π/3,  arccos(-√2/2) = 3π/4  .

Der Tangens im offenen Intervall  (-π/2,π/2)  ist streng monoton wachsend, sein Wertebereich umfaßt die ganzen reellen Zahlen ℝ. Die Umkehr-funktion ist gegeben durch  tan-1: ℝ → (-π/2,π/2)  , x ↦ tan-1(x) = : arctan(x)  und heißt Arkustangens.

Man hat:
arctan(1) = π/4,  arctan(√3) = π/3

Der Cotangens ist im offenen Intervall  (0,π)  streng monoton fallend, seine Umkehrfunktion  cot-1: ℝ → (0,π)  , x ↦ cot-1(x) = : arccot(x)  heißt Arkuscotangens.

Typische Werte sind:
arccot(0) = π/2,  arccot(1) = π/4,  arccot(√3) = π/6

Es gelten folgende Beziehungen:
arcsin(x) = - arcsin(-x) = π/2 - arccos(x) = arctan(x/√1-x2),
arccos(x) = π - arccos(-x) = π/2 - arcsin(x) = arccot(x/√1-x2),
arctan(x) = - arctan(-x) = π/2 - arccot(x) = arcsin(x/√1+x2),
arccot(x) = π - arccot(-x) = π/2 - arctan(x) = arccos(x/√1+x2)

4. Exponential- und Logarithmusfunktionen

Die Exponentialfunktion  exp: ℝ → ℝ , x ↦ exp(x) : = ex  mit der Eulerschen Zahl  e = 2.718282...hat ihren Wertebereich in  ℝ>0  und ist streng monoton wachsend. Mithin existiert die Umkehrfunktion  ln: ℝ>0 → ℝ , x ↦ ln(x)  , die Logarithmusfunktion (logarithmus naturalis)  ln(x) = loge(x).

Es gelten die (zum Teil einfachen Potenzrechen-) Regeln:

e0 = 1, ex+y = ex.ey , (ex)n = enx, e-x = 1/ex, eln(x) = x,
ln(1) = 0, ln(x.y) = ln(x)+ln(y), ln(xn) = n.ln(x), ln(1/x) = -ln(x), ln(ex) = x

Die allgemeine Exponentialfunktion  f(x) = a.eℷx  und ihr Kehrwert  A.e-ℷx  spielen in der Natur(-wissenschaft) eine wichtige Rolle:

Organisches Wachstum, Zerfallsprozesse, gedämpfte Schwingungen, Fehleruntersuchungen, Plattenkondensatorentladung, ...

e-Funktion und Logarithmus dienen ferner dazu die allgemeine Potenzfunktion  f: ℝ>0 → ℝ  , x ↦ f(x) = : xα = : eα.ln(x)  und die allgemeine Exponentialfunktion  f: ℝ → ℝ>0 , x ↦ f(x) = : ax = : ex.ln(a)  zu definieren.

Sie schreiben die algebraische Potenzfunktion  f(x) = xn, n ∈ ℕ  ,deren Kehrwert  1/f(x) = x-n  und deren Umkehrfunktion  f-1(x) = n√x  sowie Kombinationen daraus  xm/n = n√xm  für  x>0  fort.


y=ax, 1<a
y=ax, 0<a<1
y=loga(x), 1<a
y=loga(x),0<a<1

Definitionsbereich
-∞ < x < +∞
-∞ < x < +∞
0 < x < +∞
0 < x < +∞

Wertebereich
0 < y < +∞
0 < y < +∞
-∞ < y < +∞
-∞ < y < +∞

Monotonie
wachsend
fallend
wachsend
fallend

Nullstellen
-
-
x = 1
x = 1

x → +∞
y → +∞
y → 0
y → +∞
y → -∞

x → -∞
y → 0
y → +∞
-
-

Von Bedeutung sind schließlich noch die:

Hyperbel- und Areafunktionen

Die Hperbelfunktionen:  Kosinushyperbolikus, Sinushyperbolikus, Tangenshyperbolikus und Cotangenshyperbolikus sind erklärt durch:

cosh: ℝ → ℝ  , x ↦ cosh(x) : = 1/2(ex + e-x),

sinh: ℝ → ℝ  , x ↦ sinh(x) : = 1/2(ex - e-x),

coth: ℝ\{0} → ℝ  , x ↦ coth(x) : = cosh(x)/sinh(x)

tanh: ℝ → ℝ  , x ↦ tanh(x) : = sinh(x)/cosh(x),


y = sinh(x)
y(x) = cosh(x)
y(x) = tanh(x)
y(x) = coth(x)

Definitionsbereich
-∞ < x < +∞
-∞ < x < +∞
-∞ < x < +∞
-∞ < x < +∞, 
x ≠ 0

Wertebereich
-∞ < y < +∞
-1 ≤ y < +∞
-1 < y < +1
-∞ < y < -1,
+1 < y < +∞

Nullstellen
x = 0
-
x = 0
-

Asymptoten
keine
keine
y = ± 1
x = 0, y = ± 1

x → ±∞
±∞
+∞
±1
±1

Symmetrie
ungerade
gerade
ungerade
ungerade

Monotonie
wachsend
(-∞,0) fallend, (0,+∞) wachsend
wachsend
(-∞,0) fallend, (0,+∞) fallend

Extremwerte
-
x = 0
-
-

Die Funktionen sind nicht periodisch, vielmehr rühren die Bezeichnungen von den vielen Zusammenhängen der Hyperbelfunktionen untereinander ab, die ganz analog zu denen der trigonometrischen Funktionen sind:

sinh(x1±x2) = sinh(x1)cosh(x2) ± cosh(x1)sinh(x2),

cosh(x1±x2) = cosh(x1)cosh(x2) ± sinh(x1)sinh(x2),

coth(x1±x2) = (1 ± coth(x1)coth(x2))/(coth(x2) ± coth(x1)),

tanh(x1±x2) = (tanh(x1) ± tanh(x2))/(1 ± tanh(x1)tanh(x2)),

sinh(2x) = 2sinh(x)cosh(x),


cosh(2x) = cosh2(x) + sinh2(x),

tanh(2x) = 2tanh(x)/(1+tanh2(x)),

coth(2x) = (1+coth2(x))/2coth(x),

cosh2(x) = 1/(1-tanh2(x)),


sinh2(x) = tanh2(x)/(1-tanh2(x)),

cosh2(x) - sinh2(x)= 1,


tan(x) = sinh(x)/cosh(x) = 1/coth(x),

sinh(x/2) = ± √(cosh(x)-1)/2,

cosh(x/2) = ± √(1+cosh(x))/2,

tan(x/2) = sinh(x)/(1+cosh(x)) = (cosh(x)-1)/sinh(x).
Zu den hyperbolischen Funktionen existieren in den Abschnitten, in denen sie monoton verlaufen, auch die Umkehrfunktionen, die so bezeichneten Areafunktionen:
f(x) = arsinh(x),

 Area Sinushyperbolicus
f(x) = arcosh(x),

 Area Cosinushyperbolikus,
f(x) = artanh(x),

 Area Tangenshperbolikus,
f(x) = arcoth(x),

 Area Cotangenshyperbolikus.

Für diese Funktionen gibt es auch eine Darstellung durch logarithmische Funktionen:

arsinh(x) = ln( x + √ x2 + 1),

arcosh(x) = ln( x ± √ x2 - 1),
artanh(x) = 1/2 ln( (1+x)/(1-x) ),
arcoth(x) = ln( √ (x+1)/(x-1) )
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